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圍 
Book6  2-3、4 極值 

座號  

姓

名

 

一、是非題( 每題 5 分) 
1. 若函數 f 在實數集合 R 上遞增，則任意一個數 a，f ′(a)必大於 0。 
【解答】╳ 
【詳解】f (x) = x3時，f ′(x) = 3x2，此時f ′(0) = 0(反曲點)，而f在R上遞增 
2. 若函數 f 對任意 a∈R，f ′(a)都是正數，則 f 在 R 上為遞增函數。 
【解答】○ 
3. 若函數 f (x)在 x = a 處可微分，且 f ′(a) = 0，則 f (a)為一極值。 
【解答】╳ 
【詳解】 

令f (x) = x3，顯然f (x)在x = 0 處可微分且f ′(0) = 0，但是f (0)不是f (x)的極值(反曲點)，因為

「f (x)在x = a處可微分且f ′(a) = 0」是f (x)在x = a處有極值的必要非充份條件 
4. 若 f 在開區間(a，b)內的一個數 c（a < c < b），f (c)是相對極大值，則 f ′(c) = 0。 
【解答】╳ 
【詳解】f (x) = − |x|且 x∈(− 1，1)時，f (0)是極大值，但 f ′(0)不存在 
5. 若 m 是函數 f 的一個極小值，M 是函數 f 的一個極大值，則 m ≤ M。 
【解答】╳ 
【詳解】 

  
如上圖，m 是相對極小值，M 是相對極大值，但 m > M 

6. 如果函數 f 只在 x = a 之處有一相對極大值，則 f (a)就是函數 f 的最大值。 
【解答】╳ 
【詳解】 

 
如上圖，f (a)為相對極大值，但不是最大值 

7. 若函數 f 在實數集合 R 上的任意一個數 a，f ′(a)都是正數，則 f 在 R 上為遞增函數。 
【解答】○ 
【詳解】增函數的性質之一 
8. 若函數 f 在 x = a 之處 f ′(a) = 0，則此函數圖形在點(a，f (a))處有一條水平切線。 
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【解答】○ 
【詳解】f ′(a) = 0 表示，切線的斜率為 0，即有水平切線 
9. 若函數 f 在開區間(a，b)內的一個數 c（a < c < b），f ′(c) = 0，則函數 f 在 x = c 之處，f (c)

是一個極值。 
【解答】╳ 
【詳解】當f (x) = x3，x∈(− 1，1)時，f ′(0) = 0，但x = 0 之處，f (0)不是極值 

 

二、選擇題( 每題 10 分) 

1.  (複選)關於函數 f (x) = x + 21 x− 的敘述何者正確？ 

(A)  (B) f ′(1)(lim
0

=
→

xf
x 2

3 ) = 1 + 3  (C) f (x)之最大值為 2  (D) f (− 1)為 f (x)之極大值 

【解答】(A)(C) 
【詳解】 

x − 1
2

1
1

f ′(x) + 0 −

f (x) − 1
極小值

2
最大值

1
極小值  

)1(lim 2

0
xx

x
−+

→
= 0 + 1 = 1 

f ′(x) =
2

2

1
1

x
xx

−

−−
 ⇒ f ′(

2
3 ) =

2
1

2
3

2
1
−

 = 1 − 3 。令 f ′(x) = 0 ⇒ x =
2

1  

注意：f (x)的定義域為 [− 1，1] 

 

三、填充題(每題 10 分) 
1. 一張矩形鐵片，長 16 公分，寬 10 公分，四個角各截去一個大小相等的正方形，再將四邊

摺起，做成一個無蓋的長方體容器，則當截去正方形邊長為     公分時容器體積最

大，此時容器體積的最大值為     立方公分。 
【解答】2，144 
【詳解】 

設截去正方形的邊長為x公分，則摺起來的容器的長為 16 − 2x公分，寬為 10 − 2x公分，高

為x公分，設容器體積函數f (x) = x(16 − 2x)(10 − 2x) = 4(x3 − 13x2 + 40x)，0 < x < 5 
f (x)的導函數為f ′(x) = 4(3x2 − 26x + 40) = 4(x − 2)(3x − 20) 

當f ′(x) = 0，得x = 2 或x =
3

20
（不合），故f (x)的極值只可能出現在x = 2 

當 0 < x < 2 時，f ′(x) > 0，即f (x)在 0 < x < 2 時遞增 
而 2 < x < 5 時，f ′(x) < 0，即f (x)在 2 < x < 5 時遞減 
所以對任意x ∈ (0，5) 都有f (x) ≤ f (2) = 144 
即當x = 2 公分時，容器的最大容積為 144 立方公分 
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2. 設實係數二次函數f (x) = ax2 + bx + c，並且g (x) = (x + 1) f (x)，若

2
lim
→x 2

)(
−x
xf
= 3，又g (x)在x = 

− 1 時有極值，則二次函數f (x) =     。 
【解答】x2 − x − 2 
【詳解】 

因為
2

lim
→x 2

)(
−x
xf
= 3 極限存在，因此，f (2) = 0，並且g (x)在x = − 1 有極值。 

 ，因為f (2) = 0，所以f (x) = (x − 2)[ax + (2a + b)] 
⎩
⎨
⎧

=+−=−
=++=
0)1(
024)2(

cbag'
cbaf ……

……

2
lim
→x 2

)(
−x
xf
= [ax + (2a + b)] = 2a + (2a + b)，但

2
lim
→x 2

lim
→x 2

)(
−x
xf  = 3，所以 2x + (2a + b) = 3……  

解 聯立方程式，我們可得a = 1，b = − 1，c = − 2，故得f (x) = x2 − x − 2 
 

3. 設f (x) = | x | (x2 − 3x)，則f (x)在區間[− 1，4]的最大值為     ，最小值為     。 
【解答】16，− 4 
【詳解】 

f (x) = ，f (x)的導函數，得  

f ′(x) = 0，解得 x = 0，2，故 f (x)的臨界點為 − 1，0，2，4。f ′(x)符號變化列表如下 

    

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<≤−+−

≤≤−

01   3
40   3

23

23

xxx
xxx

，

，

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<−+−

=
<<−

01    63
0        0           

40    63

2

2

xxx
x

xxx

，

，

，

x − 1     0  2 4
f ′(x) − − +

f (x)增減 ↘ ↘ ↗

f (x)  4    0 − 4  16  
所以 f (2) = − 4 為極小值；而端點 x = − 1 及 x = 4 時為極大值，且 f ( − 1) < f (4) 
故 f (x)的最大值為 f (4) = 16，而最小值為 f (2) = − 4 
 

4. 設f (x) = x4 + 4x3 − 20x2 − 96x + 70，若f (x)在閉區間[− 10，a]中是嚴格遞減，而f (x)在區間[b，

∞)中是嚴格遞增，則a的最大值為     ，b的最小值為     。 
【解答】− 4，3 
【詳解】f (x)的導函數f ′(x) = 4x3 + 12x2 − 40x − 96 = 4(x + 4)(x + 2)(x − 3) 

f ′(x)的符號變化列表如下 
x − ∞ − 4 − 2 3 ∞

f ′(x) − + − +
f (x)增減 ↘ ↗ ↘ ↗  
由上表可知：f (x)只有在[ − 10，a] ⊂ ( − ∞，− 4]是嚴格遞減，故a的最大值為 − 4 
又f (x)只有在[b，∞) ⊂ [3，∞)是嚴格遞增，故b的最小值為 3 
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5. 設函數f：[ − 2，3]→R定義為f (x) = x3 − 3x，則f (x)的絕對極大值為     ，絕對極小

值為     。 
【解答】18，− 2 
【詳解】 

f (x)的導函數f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x − 1)(x + 1)，其中x∈[− 2，3] 
令f ′(x) = 0，解之得實根為x = 1 或x = − 1 
f (x)的極值只可能出現在定義域的端點x = − 2 或x = 3 及x = 1 與x = − 1 
f ′(x)的符號變化列表如下 

x − 2 − 1 1 3
f ′(x) + − +

f (x)增減 ↗ ↘ ↗

f (x)極值 − 2 2 − 2 18  
第一階導數極值定理知：f (x)在x = − 1 處有相對極大值 2，在x = 1 處有相對極小值 − 2 
又f ( − 2) = − 2，f (3) = 18，因此由絕對極大值、絕對極小值定義得知 
f ( − 2) = f (1) = − 2 是絕對極小值，而f (3) = 18 是絕對極大值 
 

6. 設函數f (x) = x3 − 3x2 − 9x + 12，則f (x)的遞增區間為     ，遞減區間為     。 
【解答】(− ∞，− 1]或[3，∞)，[− 1，3] 
【詳解】 

f (x)的導函數，f ′(x) = 3x2 − 6x − 9 = 3(x2 − 2x − 3) = 3(x + 1)(x − 3) 
令f ′(x) = 0，得實根為 x = − 1 或x = 3，f ′(x)的符號變化列表如下 

x − ∞ − 1 3 ∞
f ′(x) + − +

f (x)增減 ↗ ↘ ↗  
(1)若x < − 1 或x > 3，則f ′(x) > 0，f (x)在(− ∞，− 1]及[3，∞)均為嚴格遞增函數 
(2)若 − 1 < x < 3，則f ′(x) < 0，根據定理知：f (x)在[ − 1，3]為嚴格遞減函數 
 

7. f (x) = 21 x− ，− 1 ≤ x ≤ 1，則(x − 2)2 + (y + 2)2的最大值是     ，最小值是    。 
【解答】9 + 4 2 ，5 
【詳解】 

  
Γ：y = 21 x− ，Γ 表一半圓，圓心(0，0)，半徑 1 
A (2，− 2)，P 為Γ 上任一點時， 5 ≤ AP ≤ 1 + 2  

∴ 
2

AP 的最大值 9 + 4 2 ，最小值 5，如上圖（ 1AP = 1 + 2 2 ， 2AP = 5 ） 
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8. Γ：y =
2
1 216 x− ，A (5，0)，B (0，4)，Γ上任一點P，則△ABP之面積的最小值為     ，

又使△ABP面積為最小之點P的坐標為     。 

【解答】10 − 89 ，(
89

32
，

89
10 ) 

【詳解】 

△ABP 的面積 =
2
1

140
105
1yx

 = 10 −
2
1 (4x + 5y)，令 f (x) = 4x + 5y = 4x +

2
5 216 x−  

f ′(x) = 4 −
2
5

．
216 x

x
−

=
)5168(162

891024
22

2

xxx
x

+−−

−  

得 f ′(x) = 0  x =⇔
89

32
，而 f (

89
32 ) =

89
178

 ∴ 當 P (
89

32
，

89
10 )時，f (x)有最大值 

則△ABP 的面積有最小值 10 −
89

89  = 10 − 89  

 

 
  

9. 設P為拋物線y = x2上一動點，A(3，0)為定點，則點P與點A的最短距離為     ，此時

點P的坐標為     。 
【解答】 5 ，(1，1) 
【詳解】  

設P(x，x2)為拋物線y = x2上的點， 

令 AP 距離為f (x) = 222 )0()3( −+− xx = 9624 +−+ xxx ，其中x ∈ R 

f (x)的導函數為f ′(x) =
962

624
24

3

+−+

−+

xxx
xx

=
96

)322)(1(
24

2

+−+

++−

xxx
xxx  

令f ′(x) = 0 ∵ 2x2 + 2x + 3 > 0 恆成立 ∴ x = 1 為f (x)的一臨界值 
因為∀x∈ (− ∞，1)恆有f ′(x) < 0，所以f (x)在(− ∞，1)嚴格遞減 
∀x∈ (1，∞)恆有f ′(x) > 0，所以f (x)在(1，∞)嚴格遞增，∀x ∈ R恆有f (x) ≥ f (1) = 5 ， 
即 AP 最短距離為 5 ，此時P的坐標(1，1) 
 

10.f (x) = ，當x =∑ −
=

10

1

2)(
k

kxk      時，f (x)有最小值     。 
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【解答】7，330 
【詳解】 

f (x) = (x − 1)2 + 2(x − 2) 2 + … + 10(x − 10) 2 = 55x2 − 2(12 + 22 + … +102)x + c 
    = 55x2 − 770x + c = 55(x − 7) 2 + d ≥ d 
其中d = f (7) = 62 + 2．52 + 3．42 + 4．32 + 5．22 + 6．12 + 8．12 + 9．22 + 10．32 = 330 
∴ 當x = 7 時，f (x)有最小值d = 330 

PS：f ′(x) = = 2(1 + 2 + … + 10)x − 2(1∑ −
=

10

1
)(2

k
kxk 2 + 22 + … + 102) 

    f ′(x) = 110x − 770，f ′(x) = 0 ⇔ x = 7 
 

11.f (x) =
22

384
2

34

+−
−+−

xx
xxx

，則當x =     時，f (x)有極小值     。 

【解答】1 ± 2 ，− 2 
【詳解】 

f (x) = (x2 − 2x − 6) +
22

9
2 +− xx

，x2 − 2x + 2 恆正，f (x) = [(x2 − 2x + 2) +
22

9
2 +− xx

] − 8 

使f (x) ≥ 2
22

9)22( 2
2

+−
+−

xx
xx ． − 8 = − 2，故當x2 − 2x + 2 =

22
9

2 +− xx
 

x2 − 2x + 2 = ± 3（負不合）時，f (x)有最小值 − 2，此時x2 − 2x − 1 = 0，x = 1 ± 2  

【註】f (x) = x +
x
9

，x > 1 時，由f ′(x) = 1 − 2

9
x

知： 

     f ′(x) = 0 ⇔ x = 3（∵ x > 0） 
∴ x = 3 時，f (x)有最小值f (3) = 6，即可用x取代(x − 1)2 + 1，使上面[ ]內之最小值 6 

  
 

12.設有一半徑為r的圓，今從此圓切掉一個圓心角為θ 的扇形，將剩下的部分做成一個直立圓

錐，則此直立圓錐的最大體積為     ，又此時θ =      。 

【解答】 3 
27

32 rπ ， 
3

)63(2 π−  

【詳解】 

設直立圓錐的高為 x，則底的半徑為 22 xr − ，其中 0 < x < r，令直立圓錐的體積為 
222 )(

3
1)( xrxf −= π ．x = )(

3
1 32 xxr −π ，f (x)的導函數為 f ′(x) = )3(

3
1 22 xr −π ，0 < x < r 

令 f ′(x) = 0 時，得
3

rx = （負不合），f ′(x)的符號變化列表如下 

x 0
3

r r

f ′(x) + −
f (x)增減 ↗ ↘

f (x)極值
27

32 π r3
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因 f (x)在區間(0，

3
r )遞增，在區間(

3
r

，r)遞減， 

故 f (x)在
3

rx = 時有最大值為 332

27
32])

3
(

3
 [ 

3
1)

3
( rrrrrf ππ =−= ．  

直圓錐之底的周長為 rrrxr πππ
3

62)
3

(22 2222 =−=−  

因為扇形弧長等於直立圓錐之底的周長(2π − θ )r = r 
3

62 π ， 

解之得θ =
3

)63(2
3

622 πππ −
=−  

 
13.設函數f (x) = x3 − 3x，則導函數f ′(x) =     ，由此可知函數f在x =     時，有

一個極大值，而f在x =     時，有一個極小值。 
【解答】3x2 − 3，− 1，1 
【詳解】 

f (x) = x3 − 3x時，f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x + 1)(x − 1)，當f ′(x) = 0 時，x = 1 或 − 1 
x −1 1

f ′(x)  +   0  −  0   +  
由上表可知，f (− 1)為極大值，f (1)為極小值 
 

14.若函數f (x) = 2x3 − 9x2 + 12x + 5 在開區間(a，b)內是遞減的，則b − a的最大值為     

，又此函數的極大值 =     ，極小值 =     。 
【解答】1，10，9 
【詳解】 

f (x) = 2x3 − 9x2 + 12x + 5 時，f ′(x) = 6x2 − 18x + 12 = 6(x − 1)(x − 2) 
x      1     2

f ′(x)  +   0  −  0   +  
由上表可知，f (x)在區間(1，2)內遞減，且區間(1，2)是最大的遞減區間 
因此a = 1，b = 2，b − a = 1 
f (1) = 2 − 9 + 12 + 5 = 10 為極大值，f (2) = 2 ×   8 − 9 × 4 + 12 × 2 + 5 = 9 為極小值 
 

15.設函數f (x) = 2x3 − 3x2 − 12x + 10，若函數f (x)在閉區間[− 1，a]中遞減，則實數a的最大值

為     。 
【解答】2 
【詳解】 

f (x)的導函數為f ′(x) = 6x2 − 6x − 12 = 6(x2 − x − 2) = 6(x + 1)(x − 2) 
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當f ′(x) < 0 時，f (x)為遞減，使 6(x + 1)(x − 2) ≤ 0 的最大區間為[− 1，2]， 
故欲使f (x)在閉區間[− 1，a]中遞減，則最大實數a = 2 
 

16.設函數f (x) = x3 + ax2 + ax + 3 在R中為遞增函數，則a範圍為     。 
【解答】  3 0 ≤≤ a
【詳解】 

f (x)的導函數為f ′(x) = 3x2 + 2ax + a，f (x)在R中為遞增函數，所以f ′(x) ≥ 0 恆成立， 
判別式D = (2a)2 − 4．3．a ≥ 0，解之，得 0 ≤ a ≤ 3 
 

17.設a，b，c∈R，若f (x) = x3 + ax2 + bx + c = 1 在x = 1 時有極大值 7，在x = 3 時有極小值m，

則a + b =     ，m =     。 
【解答】3，3 
【詳解】 

f (x)的導函數為f ′(x) = 3x2 + 2ax + b， 
因為f (x)分別在x = 1 及x = 3 處有極值，故f ′(1) = 0 及f ′(3) = 0， 

即
 

由 、 ，得a = − 6，b = 9，故a + b = 3。因為f (1) = 1 + a + b + c = 7，故c = 3 
所以f (x)的最小值m = f (3) = 3

⎩
⎨
⎧

0=+6+27=3
0=+2+3=1

baf '
baf '

)(
)( ……

……

3 + (− 6) × 32 + 9 × 3 + 3 
 

18.設f (x) = 2x3 + ax2 + bx − 5 在 2 < x < 5 時為遞減，在x > 5 或x < 2 時為遞增，則a =    ，

b =     。 
【解答】− 21，60 
【詳解】 

f (x)的導函數為f ′(x) = 6x2 + 2ax + b 
因為f (x)在 2 < x < 5 時為遞減，且在x > 5 或x < 2 時為遞增，故 2 及 5 為f (x)的臨界值，亦

即 2 及 5 為f ′(x) = 6x2 + 2ax + b = 0 的二實根 

由根與係數關係知：

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

6
=5×2

6
2

−=5+2

b

a

，故得a = − 21，b = 60 

19.曲線y = x3 − 3x2 + 5x + 1 之切線斜率中，斜率最小的切線方程式為     。 
【解答】2x − y + 2 = 0 
【詳解】 

f (x) = x3 − 3x2 + 5x + 1，f (x)的導函數為f ′(x) = 3x2 − 6x + 5 = 3(x − 1)2 + 2 
即當x = 1 時，斜率f ′(x) = 2 為最小，此時切點坐標為(1，f (1)) = (1，4) 
切線方程式：2 x − y + 2 = 0 
 

20.設f (x) = x3 + 3ax2 + 3(a + 2)x + 1 沒有極值，則實數a範圍為     。 
【解答】− 1 ≤ a ≤ 2 
【詳解】 
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f (x)的導函數f ′(x) = 3x2 + 6ax + 3(a + 2)，因為f ′(x)沒有極值，故f ′(x) = 0 沒有相異二實根 
故D = (6a)2 − 4 × 3 × 3(a + 2) ≤ 0，a2 − a − 2≤  0，(a + 1)(a − 2) ≤ 0 ∴ − 1 ≤ a ≤ 2 
 

21.A (0，3)，Γ：y = x2，Γ 上任一點P，當P =     時， AP 有最小值     。 

【解答】( ±
2
10

，
2
5 )，

2
11  

【詳解】 

設P (x，x2)，
2

AP = x2 + (x2 − 3)2 = x4 − 5x2 + 9 = f (x) 

f ′(x) = 4x3 − 10x = 4x (x2 −
2
5 ) ∴ x = ±

2
10

時，
2

AP 有最小值f (±
2
10 ) =

4
11  

  

即P ( ±
2
10

，
2
5 )時， AP 有最小值

2
11  

 
22.對每一實數x，恆使x4 − 4 p3x + 12 > 0 成立，則p值範圍為     。 
【解答】| p | < 2  
【詳解】 

設f (x) = x4 − 4p3 x + 12，其中x∈R，求f (x)的導函數為f ′(x) = 4x3 − 4p3 

當 f ′(x) = 0，即 4x3 − 4p3 = 0，(x − p)(x2 + px + p2) = 0 
(1)如果p = 0，顯然f (x) > 0 成立 
(2)如果p ≠ 0，則x2 + px + p2 > 0 恆成立，故f ′(x) = 0 的唯一實根為x = p，  

  

x − ∞ p ∞

f ′(x) − +
f (x)增減 ↘ ↗

f (x) f (p)  
欲使對每一實數x，f (x) > 0，只須f (p) > 0 即可，亦即f (p) = p4 − 4p3．p + 12 > 0 恆成立 
∴ p4 − 4 < 0 ∴ (p2 + 2)(p2 − 2) < 0 ∴ − 2 < p < − 2 ，p ≠ 0 
由(1)及(2)可知，− 2 < p < − 2 ，亦即 | p | < 2  
 

23.設三次函數f (x) = ax3 + bx2 + cx + d在x = 1 處有極大值 5，在x = − 1 處有極小值 1，則a =     

，b + c + d =     。 
【解答】− 1，6 
【詳解】 

f ′(x) = 3ax2 + 2bx + c，因為f (x)在x = 1 處有極大值 5，在x = − 1 處有極小值 1 

所以f ′(x) = 0 的兩根為 1 與 − 1，即
⎩
⎨
⎧

=+−=−′
=++=′

023)1(
023)1(

cbaf
cbaf

 
 

 又因為f (1) = 5 且f (− 1) = 1，即
 

……

……

⎩
⎨
⎧

=+−+−=−
=+++=

1)1( 
5)1( 

dcbaf
dcbaf ……

……
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解 分別得a = − 1，b = 0，c = 3，d = 3，故b + c + d = 6 
 

24.某次期中考的試題偏難，因此任課老師將原始分數開平方再乘以 10 為調整後的分數。問

當原始分數為     分時，所增加分數最多，此時所增加分數為     分。 
【解答】25，25 
【詳解】 

設原始分數為 x，則調整後的分數為 x10 ，兩者差為函數 

f (x) = 10 x  − x，其中 f ′(x) =
x

5  − 1，其中 0 < x < 100，令 f ′(x) = 0，得 x = 25，顯然 

(1)當 0 < x < 25 時，f ′(x) > 0，故 f (x)在 0 ≤ x ≤ 25 上遞增 
(2)當 25 < x < 100 時，f ′(x) < 0，故 f (x)在 25 ≤ x ≤ 100 上遞減 
  故對於 [0，100]，恆有 f (x) ≤ f (25) = 25 
  即當原始分數為 x = 25 分時，其所增加分數 25 分為最多 
 

∈∀x

25.設f (x) = − x3 + 27x + 9 且 − 5 ≤ x ≤ 1，則f (x)的最大值為     ，最小值為     。 
【解答】35，− 45 
【詳解】 

f (x)的導函數f ′(x) = − 3x2 + 27，− 5 < x < 1，顯然，f ′(x) = 0 的實根為x = − 3 
故f (x)的臨界值分別為x = − 3 及定義域的端點 − 5 及 1，f ′(x)符號列表如下 

 

x − 5 − 3 1
f ′(x) − +
f (x)增減 ↘ ↗

f (x) − 1 − 45 35  
(1)因對每個x∈[ − 5，1]，恆有f (x)≤  f (1) = 35，故f (x)在x = 1 有最大值 35 
(2)因對每個x∈[− 5，1]，恆有f (x) ≥ f (− 3) = − 45，故f (x)在x = − 3 有最大值 − 45 

 
26.若函數f (x) = ax3 − 3x2 + (a + 2)x + 5 恆為遞減函數，對所有x ∈ R，試求a之範圍為何？ 
【解答】a ≤ − 3 
【詳解】f (x)的導函數為f ′(x) = 3ax2 − 6x + (a + 2) 

因為f (x)恆為遞減函數，故對所有x ∈ R，f ′(x) ≤ 0 恆成立 
由f ′(x) ≤ 0 恆成立可得：a < 0 且判別式D = 36 − 12a(a + 2) ≤ 0 
即a < 0 且a2 + 2a − 3 ≥ 0 或a < 0 且(a + 3)(a − 1) ≥ 0，得a ≤ − 3 
 

27.試討論函數 f (x) =
3+
3−

2

2

x
xx

的遞增與遞減狀況。 

【解答】遞增：( ∞，− 3] ∪ [1，∞)，遞減：[− 3，1] 

【詳解】求 f (x)的導函數為 f ′(x) = 22

22

)3(
)2)(3()3)(32(

+
−−+−

x
xxxxx
=

22 3+
3+1−3

)(
))((

x
xx  

當 f ′(x) = 0，解出得 x = 1 或 x = − 3。f ′(x)符號的變化列表如下 
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x − ∞ − 3 1 ∞
f ′(x) + − +

f (x)增減 ↗ ↘ ↗
 

根據遞增與遞減判別定理，可得 
(1) f (x)在( ∞，− 3] ∪ [1，∞)是遞增函數 (2) f (x)在[− 3，1]是遞減函數 
 

28.試討論函數f (x) = | x2( x − 1) | 的遞增與遞減狀況。 

【解答】遞減：(− ∞，0] ∪ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 1
3
2
， ；遞增： ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

3
20， ∪ [1，∞) 

【詳解】f (x)的導函數為 f ′(x)=   

所以令 f ′(x) = 0，解出得 x = 0 或 x =

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−−=+−

≥−=−

1  )23(23
1 )23(23   

2

2

xxxxx
xxxxx

，

，　

3
2

。今將 f ′(x)符號的變化列表如下 

x − ∞ 0 3
2

1 ∞

f (x) − + − +
f (x)增減 ↘ ↗ ↘ ↗

 
根據遞增與遞減判別定理，可得 

(1) f (x)在(− ∞，0] ∪ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 1
3
2
， 是遞減函數 (2) f (x)在 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

3
20， ∪ [1，∞)是遞增函數 

29.有一半徑為 6 的球面，試求其內接圓柱體體積的最大值。 
【解答】96 π3  
【詳解】 

  
設內接於球面的圓柱之底半徑為r，高為 2x，則r2 = 36 − x2，設內接圓柱的體積為f (x) 
f (x) = 底面積 × 高 = (π r2)2x = 2π x(36 − x2) = 2π (36x − x3)，其中 0 < x < 6 
f (x)的導函數為f ′(x) = 2π (36 − 3x2) 
令f ′(x) = 0，即 36 − 3x2 = 0，解得x = 2 3 （∵ 0 < x < 6）。 
f ′(x)符號變化列表如下 

 

x 0   2 3  6
f ′(x) + −

f (x)增減 ↗ ↘

f (x)  96 3  
根據第一階導數極值判別定理知 
當x = 2 3 時，f (x)的極大值為f (2 3 ) = 2π (36．2 3 − 24 3 ) = 96 3 π  
對於x∈(0，6)，都有f (x)  96≤ 3 π ，所以，內接圓柱的最大體積為 96 3 π  
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30.方程式 有二相異負根及一正根，試求實數 k 的範圍。 01232 23 =+−− kxxx
【解答】− 7 < k < 0 
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)

【詳解】 
設  
並求 f (x)的導函數為 f ′(x) =  
令 f ′(x) = 0，得臨界值為 x = − 1，2。今將 f ′(x)的符號變化列表如下 

kxxxxf +−−= 1232)( 23

1)(2(6)2(61266 22 +−=−−=−− xxxxxx

x − ∞ − 1 2 ∞

f ′(x) + − +
f (x)增減 ↗ ↘ ↗

f (x)極值 　　　　 k + 7　　　 k − 20  
因為 f (x) = 0 有二相異負根及一正根 

⇔  ⇔  ⇔  ⇔ − 7 < k < 0 

所以 f (x) = 0 有二相異負根及一正根的範圍是 − 7 < k < 0 
 

⎩
⎨
⎧

<
<−

0)0(
0)2()1(

f
ff

⎩
⎨
⎧

<
<−+

0
0)20)(7(

k
kk

⎩
⎨
⎧

<
<<−

0
207

k
k

31.設函數f (x) = 2x3 + ax2 + bx + 5 在x = 1 處有極大值為c，在x = 2 處有極小值為d，試求a，b，

c，d值。 
【解答】a = − 9，b = 12，c = 10，d = 9 
【詳解】 

f (x)的導函數f ′(x) = 6x2 + 2ax + b，因為f (x)在x = 1 有極大值，在x = 2 有極小值 
所以f ′(x) = 6x2 + 2ax + b = 0 的兩根為x = 1 或 2 

兩根和為 1 + 2 =
6
2a−

，得a = − 9，兩根積為 1 × 2 =
6
b

，得b = 12 

函數為f (x) = 2x3 − 9x2 + 12x + 5，f (x)的極大值為f (1) = 10，極小值為f (2) = 9 
所以a = − 9，b = 12，c = 10，d = 9 
 

32.設 f (x)為三次函數，若 f (x)在 x = 1 處的切線方程式為 4x − y − 3 = 0，又在 x = − 1 處有極小

值 − 7，試求 f (x)。 
【解答】f (x) = − x3 + x2 + 5x − 4 
【詳解】 

設f (x) = ax3 + bx2 + cx + d，因為f (x)在x = 1 的切線方程式為 4x − y − 3 = 0 
所以切點為Q(1，1)及切線斜率為f ′(1) = 4，將Q(1，1)代入f (x)得a + b + c + d = 1……  
f (x)的導函數為f ′(x) = 3ax2 + 2bx + c，故切線斜率為f ′(1) = 3a + 2b + c = 4……  
因f (x)在x = − 1 有極小值 − 7，所以x = − 1 代入f ′(x)得 3a − 2b + c = 0……  
將極小點(− 1，− 7)代入f (x)得 − a + b − c + d = − 7……  
解 ，得a = − 1，b = 1，c = 5，d = − 4，故f (x) = − x3 + x2 + 5x − 4 
 

33.設P點在拋物線y2 = 4x上移動，Q點坐標為(2，1)，試求 PQ 的最小值。 
【解答】 2  

【詳解】設P(t2，2t)在拋物線y2 = 4x上， PQ = 222 )12()2( −+− tt = 544 +− tt  



設f (t) = t4 − 4t + 5，f ′(t) = 4t3 − 4 = 4(t − 1)(t2 + t + 1) 
t  1

f ′(t) − +

f (t) ↘ ↗  
故f (t)的最小值為f (1) = 2，即 PQ 的最小值為 )1(f = 2 ，此時P (1，2) 

34.製作一面等腰梯形的大型廣告看板，上底長為 14 公尺，兩腰長均為 4 公尺，欲使看板面

積最大時，其高度應為多少公尺？ 
【解答】 15 公尺 
【詳解】 

 
如圖，PQRS 為一等腰梯形，上底 PS = 14，兩腰 PQ = SR = 4，設梯形高 PH ⊥QR 於 H 

令QH = x，則 PH = 224 x− ，而QR = 2x + 14，因此令梯形的面積為函數 

f (x) =
2
1 ( PS +QR ) PH =

2
1 [14 + (14 + 2x)] 216 x− = (x + 14) 216 x− ，其中 0 ≤ x ≤ 4 

f(x)的導函數 

f ′(x) = 1． 216 x− +
2162

)2)(14(
x

xx
−

−+
=

2

2

16
21416

x
xx

−

−−
= −

216
)1)(8(2

x
xx

−

−+
，其中 0 < x < 4 

令 f ′(x) = 0 時，x = 1 或 x = − 8（不合），故 f (x)的極值只有可能在 x = 0，x = 1 及 x = 4 處 
f ′(x)的符號變化列表如下：f (x)在區間[0，1]嚴格遞增，f (x)在區間[1，4]嚴格遞減 

x 0 1 4
f ′(x) + −

f (x)增減 ↗ ↘

f (x)極值 56 1515 0  
f (x)在 x = 1 處有極大值為 f (1) = (14 + 1) 2116 − = 15 15 平方公尺，此時 PH = 15 公尺 

35.設 ，求實數 m 值使得 f (x)的極大值為 0。 )3(6)1(32)( 23 −+++−= mmxxmxxf
【解答】m = − 1 
【詳解】 

因為f ′(x) =  = 6(x − 1)(x − m)，令f ′(x) = 0 時，得x = 1 及x = m 
(1)若m > 1 時，那麼當x < 1 時，f ′(x) > 0 ，當 1 < x < m時，f ′(x) < 0  
  根據第一階導數極值定理知： 
  極大值為f (1) = 2 − 3(m + 1) + 6m + (m − 3) = 0，解得m = 1（不合） 
(2)若m < 1 時，那麼當x < m時，f ′(x) > 0，當m < x < 1 時，f ′(x) < 0  
  根據第一階導數極值定理知：極大值為f (m) = 2m

mxmx 6)1(66 2 ++−

3 − 3(m + 1)m2 + 6m2 + (m − 3) = 0 
  得(m + 1)(m − 1)(m − 3) = 0，即得m = − 1，m = 1 及m = 3 
  但m = 1 及m = 3 均不合，故m = − 1 
(3)若m = 1，則f ′(x) = ，此時f (x)沒有極值，故m = 1 也不合 
  綜合(1)(2)(3)討論，可知當m = − 1 時，f (x)的極大值為 0 

0)1(6 2 ≥−x
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36.設半徑為 R 的球體，試求其內接直圓錐的最大體積。 

【解答】
81
32 π R3

【詳解】 

  
設球內接直圓錐底圓圓心為O1，其高為 1AO ，球之球心為O，令 1OO = x，OB =OA= R 

則底圓半徑 BO1 = 22 xR − ，球內接直圓錐體積為f (x) =
3
1 π ( 22 xR − )(R + x) 

 =
3
π (R2 − x2)(R + x) =

3
π (− x3 − Rx2 + R2 x+ R3)，其中 0 < x < R 

f (x)的導函數為f ′(x) =
3
π (− 3x2 − 2Rx + R2) =

3
π (− 3x + R)(x + R) 

x  0      
3
R

    R

f ′(x) + −

f (x) ↗ ↘  
故f (x)有最大值為f (

3
R ) =

81
32 π R3 

 
37.設 f (x) = x x+32 ，試求函數 f 在哪些區間是遞增的或遞減的？ 

【解答】f (x)在[−
3

64
，∞)是遞增的，f (x)在[− 32，−

3
64 ]是遞減的 

【詳解】 

f ′(x) = 1． x+32 + x．
2
1 (32 + x) 2

1
−
= x+32 +

x
x
+322

=
x

xx
+
++

322
)32(2

=
x

x
+

+
322

643  

當 f ′(x) > 0 時，3x + 64 > 0，x > −
3

64
，當 f ′(x) < 0 時，3x + 64 < 0，x < −

3
64  

又 f (x)的定義域 D = {x | x ≥ − 32}，所以 f ′(x) < 0 可得 − 32 ≤ x < −
3

64  

故 f (x)在[−
3

64
，∞)是遞增的，f (x)在[− 32，−

3
64 ]是遞減的 

 
38.直圓柱的底半徑 r，高 h，其體積 V 為定值，則表面積之最小值為何？又使表面積為最小

時，h 與 r 之關係為何？ 

【解答】3 3 22 Vπ ，此時 h = 2r 

【詳解】 
體積V = π r2h為一定值，表面積A = 2π r2 + 2π rh 
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A = 2πr2 + 2．
r
V

，A = f (r)時，由f ′(r) = 4πr − 2

2
r
V

知 

f ′(r) = 0 ⇔ 2π r3 = V ⇔ r = 3
2π
V

，而r = 3
2π
V

時，h = 2r
V
π

= 3
4
π
V

，2r = h 

由f ′(r) = 2

3 )2(2
r

Vr −π
知 ∴ 當r = 3

2π
V

時，f (r)有最小值f ( 3
2π
V ) = 3 3 22 Vπ  

 
39.求下列各函數的極值： 

(1) f (x) = x3 + x2 − 8x + 3 (2) f (x) = − x3 − 3x2 + 9x + 2 (3) f (x) = x4 + x3 − 2x2 − 3x 
【解答】 

(1)極大值 15，極小值 −
27
95

 (2)極大值 7，極小值 − 25 (3)極大值
256
261

，極小值 1 或 − 3 

【詳解】 
(1) f ′(x) = 3x2 + 2x − 8 = (3x − 4)(x + 2) 

  

x    − 2 　
3
4

f ′(x) + − +
f (x) ↗ ↘ ↗  

  故f (x)有極大值為f (− 2) = 15，f (x)有極小值為f (
3
4 ) = −

27
95  

(2) f ′(x) = − 3x2 − 6x + 9 = − 3(x + 3)(x − 1) 

  

x − 3 1
f ′(x) − + −
f (x) ↘ ↗ ↘  

  故f (x)有極大值為f (1) = 7，f (x)有極小值為f (− 3) = − 25 
(3) f ′(x) = 4x3 + 3x2 − 4x − 3 = (4x + 3)(x + 1)(x − 1) 

  

x − 1 −
3
4 1

f ′(x) − + − +
f (x) ↘ ↗ ↘ ↗  

  故f (x)有極大值為f (−
4
3 ) =

256
261

，f (x)有極小值為f (− 1) = 1 或f (1) = − 3 

 
40.設函數f (x) = x3 − 12x + 12，− 3 ≤ x ≤ 3，在哪些開區間上是遞增的？ 
【解答】(− 3，− 2)，(2，3) 
【詳解】f (x) = x3 − 12x + 12，− 3 ≤ x ≤ 3 時，f ′(x) = 3x2 − 12 = 3(x + 2)(x − 2) 

x − 3 − 2 2 3
f ′(x) 不存在 +  0  − 0  + 不存在  
由上表可知，f (x)在區間(− 3，− 2)與區間(2，3)內為遞增的 
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41.若f (x) = x3 − 3kx2 + 3(k + 2) x + 10 之圖形與x軸恰有一交點，試求實數k的範圍。 
【解答】− 1 ≤ k ≤ 2 
【詳解】 

f (x)導函數f ′(x) = 3x2 − 6kx + 3(k + 2) 
因為f (x)圖形與x軸恰有一交點且f (x)首項係數為正，所以f (x)在R上為嚴格遞增函數 
對任意實數x，f ′(x) 0 恆成立，故從而得知：f ′(x)的判別式D = (− 6k)≥ 2 − 4．3(k + 2) ≤ 0 
∴ k2 − k − 2 ≤ 0 ∴ (k + 1)(k − 2) ≤ 0 解之，得 −1 ≤ k ≤ 2 
 

42.設函數f (x) = 3x4 − 8x3 − 30x2 + 72x + 1，試求f (x)的極值。 
【解答】f (x)有極大值為 f (1) = 38，f (x)有極小值為 f (− 2) = − 151 與 f (3) = − 26 
【詳解】 

f ′(x) = 12x3 − 24x2 − 60x + 72 = 12(x3 − 2x2 − 5x + 6) = 12(x + 2)(x − 1)(x − 3) 
當f ′(x) > 0 時，得 − 2 < x < 1 或x > 3，當f ′(x) < 0 時，得x < − 2 或 1 < x < 3 

x    − 2   1      3
f ′(x) − + − +
f (x) ↘ ↗ ↘ ↗  

故f (x)有極大值為f (1) = 38，f (x)有極小值為f (− 2) = − 151 與f (3) = − 26 
 

43.設函數f (x) = x3 − 12x + 2，在區間[− 3，5]中，試求f (x)的最大值與最小值。 
【解答】f (x)的最大值為 f (5) = 67，f (x)的最小值為 f (2) = − 14 
【詳解】 

f (x)的導函數f ′(x) = 3x2 − 12 = 3(x − 2)(x + 2) 
當f ′(x) > 0 時，得x < − 2 或x > 2，當f ′(x) < 0 時，得 − 2 < x < 2 

x    − 2   2
f ′(x) + − +
f (x) ↗ ↘ ↗  

(1) f (x)在x = − 2 有極大值f (− 2) = 18，與區間兩端點之函數值做比較 
  f (− 3) = 11，f (5) = 67，可知f (x)的最大值為f (5) = 67 
(2) f (x)在x = 2 有極小值f (2) = − 14，與區間兩端點之函數值做比較 
  f (− 3) = 11，f (5) = 67，可知f (x)的最小值為f (2) = − 14 
 

44.設函數f (x) = x3 + ax2 + 3ax + 4a2在x = − 1 處有極大值，求a之值，並求f (x)之極小值。 
【解答】a = − 3，極小值 9 
【詳解】 

f ′(x) = 3x2 + 2ax + 3a，因f (x)在x = − 1 有極大值，故x = − 1 是f ′(x) = 0 之一根 
將x = − 1 代入f ′(x)得 3(− 1)2 + 2a(− 1) + 3a = 0，a = − 3 
f (x) = x3 − 3x2 − 9x + 36，f ′(x) = 3x2 − 6x − 9 = 3(x − 3)(x + 1)，f (x)的極小值f (3) = 9 

x − 1 3
f ′(x) + − +
f (x) ↗ ↘ ↗  
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45.設拋物線y = 4 − x2交x軸於A，B兩點，平行x軸且在x軸上方的直線與拋物線交於C，D兩點，

試求梯形ABCD之最大面積。 

【解答】
27
256  

【詳解】 

  
因拋物線y = 4 − x2交x軸於A(− 2，0)，B(2，0) 
設C(t，4 − t2)，D( − t，4 − t2)，其中 0 < t < 2 

梯形ABCD面積為f (t) =
2
1 (4 + 2t)(4 − t2) = − t3 − 2t2 + 4t + 8 

                f ′(t) = − 3t2 − 4t + 4 = − (3t − 2)(t + 2)，故f (t)有最大值f (
3
2 ) =

27
256  

 

t     0         
3
2           2

g′(t) + −

g (t)     8   ↗   
27
256    ↘    0
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