
高雄市明誠中學 高三數學平時測驗    日期：95.05.01 
班級 普三     班範 

圍 
Book6  2-1、2 導數 

座號  

姓

名

 

一、是非題( 每題 5 分) 
1.若函數 f 在 x = a 之處連續，則導數 f ′(a)必存在。 
【解答】╳ 
【詳解】如 f (x) = x 時，f (x)在 x = 0 之處連續，但 f ′(0)不存在 

 
2.一次函數 f (x) = 2x − 3，則任意一個點 a，導數 f ′(a)都是 2。 
【解答】○ 

【詳解】同為任意一實數 a，
ax→

lim
ax

afxf
−
− )()( = 2，即 f ′(a) = 2 

 
3.設一質點在數線上運動，f (x)表示時刻 x 時的位置，則 f ′(a)表示在時刻 a 時的瞬間速度。 
【解答】○ 

【詳解】f ′(a) =
ax→

lim
ax

afxf
−
− )()(

表示瞬時的平均位移，就是瞬間速度 

 

二、填充題(每題 10 分) 
1. 設f (x) = x2 + 3x + 5，則f (x)在x = a處的導數f ′(a) =          ； 

若f ′(a)等於從x = 1 到x = 3 的平均變化率，則a之值為      。 
【解答】2a + 3，2 

【詳解】根據導數的定義 f ′ (a) =
ax

afxf
ax −

−
→

)()(lim  =
ax

aaxx
ax −

++−++
→

)53()53(lim
22

 

                         =
ax

axax
ax −

−+−
→

)(3)(lim
22

= [(x + a) + 3] = 2a + 3 

f (x)值從 x = 1 到 x = 3 的平均變化率為

ax→
lim

13
)1()3(

−
− ff

=
2

)5131()5333( 22 +⋅+−+⋅+
= 7 

因為 2a + 3 = 7，所以 a = 2 
 

2. f (x) =
42 +

−
x

x
，則f ′(0) =      。滿足f ′(a) = 0 之實數a值共有     個。 

【解答】−
4
1

，2 

【詳解】
0

)0()(lim
0 −

−
→ x

fxf
x

=
4

1lim 20 +
−

→ xx
=

4
1−

（∵ f ′(0) = 0） 

f ′(a) =
ax
a

a
x

x

ax −
+

+
+

−

→

44lim
22

=
)4)(4)((

)4)((lim 22 ++−
−−

→ axax
axax

ax
=

)4)(4(
4lim 22 ++

−
→ ax

ax
ax

= 22

2

)4(
4

+
−

a
a  

∴ f ′(a) = 0 ⇔ a = ± 2，使 f ′(a) = 0 之 a 值共有 2 個 
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3. Γ：y = 21
1
x+

，A(0，1)，B(1，
2
1 )，過A切Γ 之直線L1的方程式是             ，過

B切Γ 之直線L2的方程式是                     。 
【解答】y = 1，x + 2y − 2 = 0 

【詳解】A與B均在Γ上，令f (x) = 21
1
x+

 

f ′(a) =
ax

ax
ax −

+
−

+
→

22 1
1

1
1

lim =
)1)(1)((

))((lim 22 axax
axax

ax ++−
+−−

→
= −

)1)(1(
)(lim 22 ax

ax
ax ++

+
→

= − 22 )1(
2
a
a

+
 

得f ′(0) = 0，L1：y − 1 = 0(x − 0)，即L1：y = 1。f ′(1) = −
2
1

，L2：x + 2y − 2 = 0 

 
4. 斜率 5 之直線L與曲線Γ：y = x2 + x + 1 相切於點P，則L之方程式是            ，點

P的坐標是             。 
【解答】5x − y − 3 = 0，(2，7) 
【詳解】 

令切點P(a，b)，f (x) = x2 + x + 1，易知f ′(a) = 2a + 1 
由 5 = f ′(a)知a = 2，b = 7，故P(2，7)。L：y − 7 = 5(x − 2)，即L：5x − y − 3 = 0 
 

5.過(3，4)切圓x2 + y2 = 25 之直線方程式為              。 
【解答】3x + 4y = 25 
【詳解】 

令Γ：y = 225 x− ，A(3，4)在Γ上，f (x) = 225 x−  

f ′(3) =
3

425lim
2

3 −
−−

→ x
x

x
=

)425)(3(

16)25(lim
2

2

3 +−−

−−
→ xx

x
x

=
425

)3(lim
23 +−

+−
→ x

x
x

=
8
6−
=

4
3−  

∴ 切線 L 之斜率為
4
3−

，L：3x + 4y = 25 

 
6.函數y = f (x)滿足：f (a + b) = f (a) + f (b)對任意a，b∈R恆成立，若f ′(0) = 2，則f ′(3) =      

，又f ′(0) =      。 
【解答】2，0 
【詳解】 

f (0 + 0) = f (0) + f (0)得 f (0) = 2 f (0) ∴ f (0) = 0 

已知
0

)0()(lim
0 −

−
→ x

fxf
x

= 2，而 f (0) = 0 ∴ 2 =
x
xf

x

)(lim
0→

 

f ′(3) =
3

)3()(lim
3 −

−
→ x

fxf
x

=
3

)3()33(lim
3 −

−+−
→ x

fxf
x

=
3

)3()]3()3([lim
3 −

−+−
→ x

ffxf
x

 

∴ f ′(3) =
3

)3(lim
3 −

−
→ x

xf
x

=
t
tf

t

)(lim
0→

= 2 

 
7. 自原點O作曲線y = x3 − 3x2 − 3x + 4 的切線，則切點坐標為            ，而切線方

程式為            。 
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【解答】(2，− 6)，3x + y = 0 
【詳解】 

設y = f (x) = x3 − 3x2 − 3x + 4，再f (x)的導函數為f ′(x) = 3x2 − 6x − 3 
設過原點O切線之切點坐標為P 3 2( , 3 3 3)t t t t− − − ，此切線斜率為 2( ) 3 6 3f t t t′ = − −  
過此切點的切線  
過原點O (0 代入得  
因為 恆成立，得 ，所以切點為(2，− 6)， 
斜率為f ′(2) = 3．2

3 2 2( 3 3 3) (3 6 3)(y t t t t t x t− − − − = − − − )
0

0
,0) 3 2 22 3 4 0 ( 2)(2 2)t t t t t− − = ⇒ − + + =

22 2t t+ + > 2t =
2 − 6．2 − 3 = − 3，所求切線方程式為y = − 3x，即 3x + y = 0 

 
8. 等軸雙曲線xy = 9 上，以P(3，3)為切點的切線方程式為             ，法線方程式

為                  。 
【解答】x + y − 6 = 0；x − y = 0 
【詳解】 

99xy y
x

= ⇒ = ，切線斜率 f ′(3) =
3

lim
→x 3

)3()(
−
−

x
fxf

=
3

lim
→x 3

39

−

−

x
x =

3
lim
→x )3(

)3(3
−
−

xx
x
= lim

3→x x
3−
= − 1 

切線方程式：y = − (x − 3) + 3，即 x + y − 6 = 0 
法線方程式：y = (x − 3) + 3，即 x − y = 0 
 

9. 設函數f (x) = | (x − 1)(x − 3) |，若f在x = a的導數不存在，則a =      。 
【解答】1 或 3 

【詳解】f (x) =⎪⎨  

由圖知f在x = 1 及x = 3 出現「右導數與左導數」不同  
∴ a = 1 或 3 
【註】f ′(1

⎪⎩

⎧

≤≤−+−

≤≥+−

3134
1334

2

2

xxx
xxxx

，

或，

+) = 2，f ′(1−) = − 2 使f ′(1)不存在。 
 

10.對於某外文課程單字的學習，經過t小時練習，學會單字的個數學習函數f (t) = 72 3 t ， 
其中 0 ≤ t ≤ 10，則學習函數的瞬時變化率為  ________   ；8 小時末的瞬時變化率

為 ____    。 

【解答】f ′(x) =
3 2

24
x

，其中 0 < x ≤ 10；6 

【詳解】 
(1)學習函數在 t = x，其中 0 < x ≤ 10 的瞬時變化率為 

f ′(x) = lim
0→h h

xfhxf )()( −+
=

0
lim
→h h

xhx )(72 33 −+
=

0
lim
→h ))()((

72
3 233 2 xxhxhxh

h
++++

 

    = lim
0→h 3 233 2 )()(

72
xxhxhx ++++

=
3 2

24
x

 

(2) 8 小時末的瞬時變化率即為 f ′(8) =
3 64
24

= 6 
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22.設函數f (x) =
1

)3)(1(
−

−+
x

xx
，x ≠ 1，則f ′(3) =          。 

【解答】2 

【詳解】 f ′(3) =
3

lim
→x 3

)3()(
−
−

x
fxf =

3
lim
→x 3

0
1

)3)(1(

−

−
−

++

x
x

xx

=
3

lim
→x 1

1
−
+

x
x  = 

13
13

−
+ = 2 

 

11.曲線y =
1+x

x
上，以點(0，0)為切點的切線方程式為          。 

【解答】x − y = 0 
【詳解】 

令 f (x) =
1+x

x
，則 f ′(0) =

0
lim
→x 0

0
1
−

−
+
x

x
x

=
0

lim
→x 1

1
+x

= 1，即 y =
1+x

x
在(0，0)的切線斜率為 1 

所以切線方程式為 y − 0 = 1．(x − 0)，即 x − y = 0 
 

12.設f (x) = 3

2

)2(
)2)(1(

+
−−

x
xx

，則f ′(1) =      。 

【解答】
27
1  

【詳解】 

f (x) = 3

2

)2(
)2)(1(

+
−−

x
xx

時，f (1) = 0 

f ′(1) =
1

lim
→x 1

)1()(
−
−

x
fxf =

1
lim
→x 1

0
)2(

)2)(1(
3

2

−

−
+

−−

x
x

xx

=
1

lim
→x 3

2

)2(
)2(

+
−

x
x

= 3

2

)21(
)21(

+
−  =

27
1  

 

13.若函數k (x) =
1
1

2 +
+

x
x

，則k ′(0) =      。 

【解答】
2
1  

【詳解】 

k (x) =
1
1

2 +
+

x
x

時，k ′(0) =
0

lim
→x 0

)0()(
−
−

x
kxk =

0
lim
→x x

x
x 1

1
1

2 −
+
+

=
0

lim
→x x

xx
x

)11(
1

1 2

2
+−+

+  

    =
0

lim
→x )11(1

)11)(11(
22

22

++++

++++−+

xxxx

xxxx
=

0
lim
→x )11(1

)1()1(
22

2

++++

+−+

xxxx
xx  

    =
0

lim
→x )11(1

1
22 ++++

−

xxx
x

=
)11(1

1
+⋅

=
2
1  

 
14.拋物線y2 − x − 2y + 2 = 0 上，以(2，0)為切點的切線斜率為     ，切線方程式為     

。 
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【解答】−
2
1

，x + 2y − 2 = 0 

【詳解】 

原式整理y2 − 2y + (2 − x) = 0，得y =
2

)2(442 x−−±
= 1 1−± x  

拋物線可分解為兩個函數的圖形：f (x) = 1 − 1−x 及g(x) = 1 + 1−x  

點(2，0)在y = f (x)圖形上，又f (x)的導函數為f ′(x) = −
12

1
−x

 

以(2，0)為切點的切線斜率為f ′(2) = −
122

1
−

= −
2
1  

切線方程式為y − 0 = −
2
1 (x − 2)，亦即x + 2y − 2 = 0 

 
15.設f (x) = (x − 1)(x − 2)2(x − 3)3，則f ′(1) =      ，f ′(3) =      。 
【解答】− 8，0 
【詳解】 

f ′(1)=
1

)1()(lim
1 −

−
→ x

fxf
x

=
1

0)3()2)(1(lim
32

1 −
−−−−

→ x
xxx

x
= (x − 2)

1
lim
→x

2(x − 3)3 =(1 − 2)2(1 − 3)3 = − 8 

f ′(3) =
3

)3()(lim
3 −

−
→ x

fxf
x

= 
3

0)3()2)(1(lim
32

3 −
−−−−

→ x
xxx

x
= (x − 1)(x − 2)

3
lim
→x

2(x − 3)2 = 0 

 

16.設f (x) = ，則f ′(1) = 
⎩
⎨
⎧

>+
≤−

12
14

2

2

xx
xx

，

，
     ，f ′(2) =      。 

【解答】不存在，4 
【詳解】 

(1)
1

)1()(lim
1 −

−
−→ x

fxf
x

=
1

3)4(lim
2

1 −
−−

−→ x
x

x
= − (x + 1) = − 2 

  而

−→1
lim
x

1
)1()(lim

1 −
−

+→ x
fxf

x
=

1
3)2(lim

2

1 −
−+

+→ x
x

x
 = (x + 1) = 2，故 f ′(1)不存在 

(2)

+→1
lim
x

2
)2()(lim

2 −
−

→ x
fxf

x
=

2
6)2(lim

2

2 −
−+

→ x
x

x
=  (x + 2) = 4 

 

2
lim
→x

17.設一質點在數線上運動，當時刻t時，質點的坐標為 2t2 − 4t + 6，則此質數在t = 3 時的速度

為              。 
【解答】8 
【詳解】 

t = 3 時刻的速度就是在 t = 3 時的瞬間速度 f ′(3)，而 f (3) = 12 

又 f ′(3) =
3

lim
→t 3

)3()(
−
−

t
ftf =

3
lim
→t 3

12)642( 2

−
−+−

t
tt

=
3

lim
→t 3

642 2

−
−−

t
tt

=
3

lim
→t 3

)1)(3(2
−

+−
t

tt  

       = lim 2(t + 1) = 8 
3→t

18.設f (x) = − 2x3 + 3x，試求以P(1，1)為切點的切線方程式。 
【解答】3x + y − 4 = 0 
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【詳解】 

切線斜率f ′(1) = lim
1→x 1

)1()(
−
−

x
fxf

= lim
1→x 1

1)32( 3

−
−+−

x
xx

= lim
1→x 1

)33()22( 3

−
−++−

x
xx  

             = lim
1→x 1

)1(3)1)(2( 3

−
−+−−

x
xx

= [(− 2)(xlim
1→x

2 + x + 1) + 3] = − 3 

故以P(1，1)為切點的切線方程式為y − 1 = ( − 3)(x − 1)，即 3x + y − 4 = 0 
 

19.設一質點在數線上移動，當時刻為x時，質點的位置為x4 − 2x2，求在x = 3 時的瞬時速度。 
【解答】96 
【詳解】 

設f (x) = x4 − 2x2， 

瞬時速度為f ′(3) =
3

lim
→x 3

)3()(
−
−

x
fxf

=
3

lim
→x 3

63)2( 24

−
−−

x
xx

=
3

lim
→x 3

)3(2)3( 2244

−
−−−

x
xx  

               = [(x + 3)(x
3

lim
→x

2 + 9) − 2(x + 3)] = 6 · 18 − 2 · 6 = 96 

 
20.函數 f (x) = 21 xx ++ ，試求 f (x)在 x = 1 處的導數 f ′ (1)之值。 

【解答】
2
3  

【詳解】 
由導數的定義可得 

f ′ (1) =
1

)1()(lim
1 −

−
→ x

fxf
x

=
1

31lim
2

1 −
−++

→ x
xx

x
=

)31)(1(
)31)(31(lim

2

22

1 +++−

+++−++
→ xxx

xxxx
x

 

     =
)31)(1(

)2)(1(lim
21 +++−

+−
→ xxx

xx
x

=
31

2lim
21 +++

+
→ xx

x
x

=
33

21
+
+

=
2
3  

 
21.設P(3，15)在y = x2 + 3x + 1 拋物線外，試求拋物線過P點的切線方程式。 
【解答】5x − y = 0，13x − y − 24 = 0 
【詳解】 

設切線在拋物線上的切點為Q(t，t2 + 3t + 1) 

切線斜率為f ′(t) =
tx

tfxf
tx −

−
→

)()(lim =
tx

ttxx
tx −

++−++
→

)13()13(lim
22

= [(x + t) + 3] = 2t + 3 

所求的切線方程式為y − (t
tx→

lim

2 + 3t + 1 )= (2t + 3)(x − t)  
P(3，15)代入切線方程式得 15 = (2t + 3)(3 − t) + t2 + 3t + 1，即t2 − 6t + 5 = 0，得t = 1 或 5 

當t = 1 時，切點Q(1，5)，切線斜率為 5，切線方程式為 5x − y = 0 
當t = 5 時，切點Q(5，41)，切線斜率為 13，切線方程式為 13x − y − 24 = 0 

 
22.試求曲線y = x3 + 3x上斜率為 15 的切線方程式。 
【解答】15x − y ± 16 = 0 
【詳解】設切點為Q(t，t2 + 3t)，切線斜率 

f ′(t) =
tx

tfxf
tx −

−
→

)()(lim =
tx

ttxx
tx −

+−+
→

)3()3(lim
33

= [(x
tx→

lim 2 + xt + t2) + 3] = 3t2 + 3 
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f ′(t) = 15，所以 3t2 + 3 = 15，t = ± 2 
當t = 2 時，切點Q(2，14)，切線方程式為y − 14 = 15(x − 2)，得 15x − y − 16 = 0 
當t = − 2 時，切點Q( − 2，− 14)，切線方程式為y + 14 = 15(x + 2)，得 15x − y + 16 = 0 

 

23.設 f (x) = ，試求 f ′(0)之值。 
⎩
⎨
⎧

<−
≥

0
03 2

xx
xx

，

，

【解答】不存在 

【詳解】當 x > 0 時，
0
03lim

2

0 −
−

+→ x
x

x
= 3x = 0。當 x < 0 時，

+→0
lim
x 0

0lim
0 −

−−
−→ x

x
x

= (− 1 )= − 1 

因為

−→0
lim
x

0
03lim

2

0 −
−

+→ x
x

x
≠

0
0lim

0 −
−−

−→ x
x

x
，故 f ′(0)不存在 

 

24.設 f (x) =
32

1
−x

，試求以 P(2，1)為切點的切線方程式。 

【解答】2x + y − 5 = 0 
【詳解】 

以 P(2，1)為切點的切線斜率為 f ′(2) 

f ′(2) =
2

)2()(lim
2 −

−
→ x

fxf
x

=
2

1
32

1

lim
2 −

−
−

→ x
x

x
=

)2)(32(
42lim

2 −−
+−

→ xx
x

x
=

32
2lim

2 −
−

→ xx
= − 2 

切線方程式 y − 1 = (− 2)(x − 2)，即 2x + y − 5 = 0 
 

25.設 f (x) = ，若 f ′(1)存在，試求 a，b 之值。 
⎩
⎨
⎧

<+
≥

1
12

xbax
xx

，

，

【解答】a = 2，b = − 1 
【詳解】 

連續+可微分⇒設g(x) = x2，h(x) = ax + b，且 g(1) = h(1)及g′(1) = h′(1)解a，b之值。 
 

26.設f (x) = x2 +
x
1

，試求
0

lim
→h h

hxfhxf )()( −−+
。 

【解答】4x − 2

2
x

 

【詳解】 

0
lim
→h h

hxfhxf )()( −−+
=

0
lim
→h h

hxfxfxfhxf )]()([)]()([ −−+−+  

=
0

lim
→h h

xfhxf )()( −+  +
0

lim
→h )(

)())((
h

xfhxf
−

−−+
= f ′(x) + f ′(x) = 2 f ′(x) 

0
lim
→h h

xfhxf )()( −+
=

0
lim
→h h

x
x

hx
hx )1(]1)[( 22 +−

+
++

=
0

lim
→h

]
)(

1)2[(
hxx

hx
+

−+  = 2x − 2x
１  

故得
0

lim
→h h

hxfhxf )()( −−+  = 4x − 2

2
x
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27.設一質點在數線上運動，當時刻為x時，此質點的坐標為 2x2 + 6x − 3。求在x = 3 時，該質

點的位置及當時的瞬時速度。 
【解答】該質點位置為 33，瞬時速度為 18 
【詳解】 

設f (x) = 2x2 + 6x − 3 
當x = 3 時，該質點的位置為f (3) = 2．32 + 6．3 − 3 = 33 
當x = 3 時，該質點的瞬時速度為 

f ′(3) =
3

)3()(lim
3 −

−
→ x

fxf
x

=
3

33)362(lim
2

3 −
−−+

→ x
xx

x
=

3
)6)(3(2lim

3 −
+−

→ x
xx

x
= 2(x + 6) = 18 

 

3
lim
→x

28.設 f (x)為一多項函數，且 f (3) = 0，f ′(3) = − 8，試求
0

lim
→h h

hf )53( +
之值。 

【解答】− 40 

【詳解】 
0

lim
→h h

hf )53( + 5=
0

lim
→h

(3 5 ) (3)
5

f h f
h

+ − = 5f ′(3) = − 40 

 
29.過A (− 1，1)切Γ：y = x2 − 2x + 2 之直線為     ，若B與C表二切點時， BC 之方程式

為     。 
【解答】y = 1 或 8x + y + 7 = 0，4x + y − 5 = 0 
【詳解】 

，令切點(a，b)，此時b = a2y x′ = − 2 2 − 2a + 2 且
1
1

+
−

a
b

= 2a − 2（切線斜率），得  

∴ (a，b) = (1，1)或(− 3，17)。又二切點B (1，1)及C (− 3，17)使

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+−=

12
22

2

2

ab
aab

BC ：4x + y − 5 = 0 
 

30.寫出下列各函數的導函數： 
(1)若 ，則f ′(x) =12532)( 23 +++= xxxxf      。 
(2)若 ，則f ′(x) =)10)(1()( 22 +−++= xxxxxf      。 

(3)若
1

)( 2 +
=

x
xxf ，則f ′(x) =     。 

(4)若 21)( xxxf ++= ，則f ′(x) =     。 

(5)若 2
1)(
x

xxf += ，則f ′(x) =     。 

【解答】(1) 6x2 + 6x + 5 (2) 4x3 + 20x + 9 (3) 22

2

)1(
1

+
+−

x
x

 (4)
212

12
xx

x
++

+
 (5) 3

2
2

1
xx

−  

【詳解】 
(1) f ′(x) = 6x2 + 6x + 5 
(2) f ′(x) = (x2 + x + 1)′(x2 − x + 10) + (x2 + x + 1)(x2 − x + 10)′ 
     = (2x + 1)(x2 − x + 10) + (x2 + x + 1)(2x − 1) = 4x3 + 20x + 9 

(3) 22

22

)1(
)1()1()()(

+
′+−+′

=′
x

xxxxxf = 22

2

)1(
2 )1(1

+
−+⋅

x
xxx ．
= 22

2

)1(
1

+
+−

x
x  
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(4)
22

2

12
12

12
)1()(

xx
x

xx
xxxf

++

+
=

++

′++
=′  

(5) 3
3 2

2
12

2
1)(

xx
x

x
xf −=−=′ −  

31.設曲線y = f (x)在x = − 2 處的切線方程式為 53 += xy ，若 2
)()(

x
xfxg = ，則導數g′(− 2) =     

。 

【解答】
2
1  

【詳解】 
曲線 y = f (x)在 x = − 2 處的切線斜率為 3，即 f ′(− 2) = 3 
y = f (x)與直線 y = 3x + 5 相切於 x = − 2 處，且 y f= (− 2) = 3 × ( − 2) + 5 = − 1 

g′(x) = 4

2 )(2)(
x

xxfxxf −′
= 3

)(2)(
x

xfxxf −′
，g′(− 2) = 3)2(

)2(2)2)(2(
−

−−−−′ ff
=

8
)1(2)2(3

−
−−− ．

=
2
1  

32.若曲線f (x) = − x3 + 3x2 + 6x − 2 上有一斜率最大的切線，則最大斜率為     ，此時切

線方程式為     。 
【解答】f ′(1) = 9，  039 =−− yx
【詳解】 

的導函數f ′(x) = − 3x)(xf 3 + 3x2 + 6x + 6 = − 3(x2 − 2x + 1) + 9 = − 3(x − 1)2 + 9 
當x = 1 時，f ′(x)有最大值f ′(1) = 9，此時切點坐標為(1，f (1)) = (1，6) 
故所求最大切線斜率之切線方程式為y = f ′(1)(x − 1) + f (1) 
即y = 9( x − 1) + 6，亦即為 9x − y − 3 = 0 
 

33.若多項式 以 除之，餘式為 3x + 2，則f ′(1) =)(xf 2)1( −x    ，而 =
−
−

→ 1
)()1(lim

23

1 x
xffx

x
  。 

【解答】3，9 
【詳解】 

因為多項式 以( x − 1))(xf 2除之，餘式為 3x + 2 
，其中 為一多項式 

導函數為f ′(x) = 2(x − 1)g (x) + (x − 1)
23)()1()( 2 ++−= xxgxxf )(xg

)(xf 2 g ′(x) + 3，得f (1) = 5，而f ′(1) = 3 
3 2 3 2

1 1

(1) ( ) [ (1) (1)] [ ( ) (1)]lim lim
1 1x x

x f f x x f f f x f
x x→ →

− − − −
=

− −
=

1
)1()(lim

1
)1()1(lim

2

1

3

1 −
−

−
−

−
→→ x

fxf
x

fx
xx

 

       = )1(lim
1

)1()(lim)1()1(lim
12

2

1

2

1
+

−
−

−++
→→→

x
x

fxffxx
xxx

= 3 − 2 f ′(1) = 3．5 − 2．3 = 9 )1(f

34.過A (1，2)，切Γ：y = x3 − 3x + 4 之直線方程式為     或     。 
【解答】y − 2 = 0，9x + 4y − 17 = 0 
【詳解】 

A在Γ上及y的導數為 y′ = 3x2 − 3。切線斜率為 3．12 − 3 = 0 時，切線方程式為y − 2 = 0 

設切點為(a，b)，由b = a3 − 3a + 4 及 3a2 − 3 =
1
2

−
−

a
b

（切線斜率），得

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−=

+−=

5333
43

23

3

aaab
aab ……

……
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 − ：0 = 2a3 − 3a2 + 1，0 = (2a + 1)(a − 1)2，a = 1 或 −
2
1  

∴ (a，b) = (1，2)或(−
2
1

，
8
43 )，切線斜率為 0 或 −

4
9  

故切線方程式為y − 2 = 0 或 9x + 4y − 17 = 0 
 

35.直線L：ax + y = 4 切曲線Γ：y = x5於點P，則a =     ，P的坐標為     。 
【解答】− 5，(− 1，− 1) 
【詳解】 

；又 ，令切點為(r，s)必滿足 ⎨
 

， 代入 中：− 5r

4y ax m= − + ⇒ = −a
⎧

=−

=

=+

4

5

5

4

ra
rs
sar

45y x′ =
⎪
⎩

⎪
……

……

……
5 + r5 = 4，r5 = − 1，得r = − 1，s = − 1，a = − 5，切點(− 1，− 1) 

 
36.Γ：x2 + xy + y2 = 3，A (− 1，− 1)，則過A切Γ 之直線方程式為     。 
【解答】x + y + 2 = 0 
【詳解】 

y2 + xy + (x2 − 3) = 0  y =⇔
2
1− (x ± 2312 x− ) 

令Γ ′：y =
2
1− (x + 2312 x− )，A (−1，−1)在Γ ′(Γ 兩部分之一)， 

    即f (x) =
2
1− (x + 2312 x− )，f (− 1) = − 1 

f ′(− 1) =
1

)1()(
lim

1 +
−−

−→ x
fxf

x
=

1

1)312(
2
1

lim

2

1 +

+−+
−

−→ x

xx

x
 

      =
]312)2)[(1(2

]312)2][(312)2[(
lim

2

22

1 xxx
xxxx

x −++−+

−++−−−+−
−→

 

      =
]312)2)[(1(2

)2)(1(4
lim

21 xxx
xx

x −++−+

−+
−→

=
21 312)2(

)2(2
lim

xx
x

x −++−

−
−→

=
6
6−
= − 1（切線斜率） 

∴ 過A切Γ ′之直線為x + y + 2 = 0 即Γ 的切線  
※可用切線公式 
P (x0，y0)在二次曲線Γ：ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 上，                 

則L切Γ 於點P：ax0 x + b(
2

00 yxxy +
) + cy0y + d(

2
0xx +

) + e(
2

0yy +
) + f = 0。   

 
37.A (− 1，− 2)，B (− 2，0)及雙曲線Γ：4x2 − y2 + 16x + 12 = 0，則過A與Γ 相

切之直線方程式為         ，過B與Γ 相切之直線共有     

條。 
【解答】x + 1 = 0，0 
【詳解】 
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切點(a，b)時，切線L：4ax − by + 8(x + a) + 12 = 0 
(1) A在L上： 

⇔ ⇔(a，b) = (− 1，0) 

 即切點(− 1，0)，切線L：x + 1 = 0 
(2) B在L上： 

 ⇔ （矛盾） 

∴ 切線L不存在，過B切Γ

⎩
⎨
⎧

=++−++−
=++−

012)1(824
012164 22

aba
aba

⎩
⎨
⎧

−−=
++=

22
12164 22

ab
aab

⎩
⎨
⎧

=++−+−
=++−

012)2(88
012164 22

aa
aba

⎩
⎨
⎧

=−
=++−

04
012164 22 aba

 之直線共有 0 條，圖示如上 
 

38.A(1，− 3)，Γ：y = x2 + 2x + 3，由A引曲線Γ 的二切線，若切點為P與Q時， PQ 之方程式為     

。 
【解答】4x − y + 11 = 0 
【詳解】 

令切點(a，b)，滿足b = a2 + 2a + 3 及
1
3

−
+

a
b

= 2a + 3（斜率） 

   ⇔  ⇔ (a，b) = (− 2，3)或(4，27) 

得切點P (− 2，3)，Q (4，27)，

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

++=

52
32

2

2

ab
aab

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−−=

52
820

2

2

ab
aa

PQ ：4x − y + 11 = 0 

 
39.設f (x) = 32 )1( ++ xx ，則f ′(1) =      。 

【解答】
6
25  

【詳解】 

 f (x) =
1 1

2 3 2 3 2 22 21[ ( 1) ] ( ) [ ( 1) ] [1 3( 1) 2 ]
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2
x x f x x x x

−
′+ + ⇒ = + + + + ⋅ x =

32

22

)1(2
2)1(31

++

++

xx
xx

， 

f ′(1) =
6
25

)11(12
)11(61

3

2

=
++

++   

 
40.已知f (x) = x3 + ax2 + bx的圖形過點P( − 1，− 5)，而在點P的切線垂直於直線x + 2y − 5 = 0，

則數對(a，b) =      。 
【解答】(5，9) 
【詳解】 

f (x)的第一階導函數f ′(x) = 3x2 + 2ax + b 
f (x)圖形在點P( − 1，− 5)的切線垂直直線x + 2y − 5 = 0，故f ′(− 1) = 3 − 2a + b = 2……  
點P(− 1，− 5)在y = f (x)圖形上，得f (− 1) = − 1 + a − b = − 5……  
由 及 聯立，解得a = 5，b = 9 
 

41.設g (x) = f (
1
1

+
−

x
x )，且f (y) = y3，則g′(y) =      。 



【解答】 4

2

)1(
)1(6

+
−

y
y  

【詳解】 
31 1( ) ( ) (

1 1
y yg y f
y y
− −

= =
+ +

) ，依連鎖規則 

2 2
2

1 1 1 1 ( 1) ( 1)( ) 3( ) ( ) 3( ) [ ]
1 1 1 ( 1)

y y y y yg y
y y y y
− − − ⋅ − − + ⋅′ ′⇒ = =
+ + + +

1
= 3( 1

1
y
y
−
+

)2
2

2
( 1)y +

= 4

2

)1(
)1(6

+
−

y
y  

 

42.曲線y =
1+x

x
上以(0，0)為切點的切線斜率為     。 

【解答】1 

【詳解】y =
1+x

x
在(0，0)上的切線斜率為

1+x
x

在 x = 0 之處的導數 

y = f (x) =
1+x

x
，則 f ′(0) =

0
)0()(

lim
0 −

−
→ x

fxf
x

=
x

x
x

x

1lim
0

+
→

=
1

1
lim

0 +→ xx
=

1
1
= 1，切線斜率 = 1 

 

43.設函數f (x) = 4
2
3 2 −x ，則y = f (x)上以點(

3
4

， 3 )為切點的切線方程式為     。 

【解答】3x − y − 3 3  = 0 
【詳解】 

f ′(
3

4 ) =

3
4

)
3

4()(
lim

3
4 −

−

→ x

fxf

x

=

3
4

34
2
3

lim

2

3
4

−

−−

→ x

x

x

=
)43(

3
1

)243(
2
3

lim

2

3
4 −

−−

→ x

x

x

 

=
)43(2

)243(3
lim

2

3
4 −

−−

→ x
x

x

=
)243)(43(

)243)(243(
2
3

lim 2

22

3
4 +−−

+−−−
×

→ xx
xx

x

 

=
)243)(43(

4)4(3
2
3

lim 2

2

3
4 +−−

−−
×

→ xx
x

x

=
)243)(43(

163
2
3

lim 2

2

3
4 +−−

−
×

→ xx
x

x

 

=
243

43
2
3

lim 2

3
4 +−

+
×

→ x
x

x

=
24

3
163

4
3

43

2
3

+−

+×
× =

22
8

2
3

+
× = 3 

y = f (x)在(
3

4
， 3 )處的切線方程式為 y − 3  = 3( x −

3
4 )，即 3x − y − 3 3  = 0 

 

44.若函數y = x2 + ax + b與函數y =
x
8

的圖形相交於點(2，4)，則 

(1) y =
x
8

上以(2，4)為切點的切線方程式為     。 

(2)若兩函數圖形在(2，4)的切線互相垂直，則數對(a，b) =     。 

【解答】(1) 2x + y = 8 (2) (
2
7−

，7) 
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【詳解】 

(1) y = f (x) =
x
8

，則f ′(2) =
2

)2()(
lim

2 −
−

→ x
fxf

x
=

2
lim
→x 2

2
88

−

−

x
x =

)2(
)2(4

lim
2 −

−
→ xx

x
x

=
xx

4
lim

2

−
→

= − 2 

  切線方程式為y − 4 = − 2(x − 2)，即 2x + y = 8 

(2) y = x2 + ax + b與y =
x
8

相交於點(2，4)時，4 = 4 + a．2 + b，即 2a + b = 0 

  由(1)的結果與(2)的條件可知；y = x2 + ax + b在(2，4)的切線斜率為
2
1

， 

  即在x = 2 時，y′ = 2x + a =
2
1

，得a =
2
1 − 4 =

2
7−

， 

  又 2a + b = 0，故b = 7，數對(a，b) = (
2
7−

，7) 

 
45.曲線x3 + 4x + 4y − 28 = 0，以點(4，k)為切點的切線方程式為  ，法線方程式為    。 
【解答】13x + y − 39 = 0，x − 13y − 173 = 0 
【詳解】 

切點(4，k)在曲線x3 + 4x + 4y − 28 = 0 上，64 + 16 + 4k − 28 = 0，k = − 13 

此時y = f (x) =
4
1− x3 − x + 7，及f ′(x) =

4
3− x2 − 1，f ′(4) =

4
3− (16) − 1 = −13， 

切線方程式為y + 13 = − 13(x − 4)，即 13x + y −39 = 0 

法線方程式為y + 13 =
13
1 ( x − 4 )，即 13y + 169 = x − 4，亦即x − 13y − 173 = 0 

 

46.設 f (x)為二次函數，若 2
2
)(lim

2
=

−→ x
xf

x
且 f ′(x) = − 2，試求 f (x)。 

【解答】  xxxf 2)( 2 −=

【詳解】 

設 ，因為cbxaxxf ++= 2)( 2
2
)(lim

2
=

−→ x
xf

x
存在，所以f (2) = 4a + 2b + c = 0……  

f ′(x) = 2ax + b，得f ′(0) = 0 + b = − 2，即b = − 2 代入 得c = 4 − 4a……  
f (x) = ax2 + bx + c = ax2 − 2x + ( 4 − 4a) = a( x2 − 4) − 2( x − 2) = ( x − 2)[a( x + 2) − 2] 

已知
2

]2)2(  [ )2(lim
2
)(lim

22 −
−+−

=
− →→ x

xax
x

xf
xx

= 224 ] 2)2( [ lim
2

=−=−+
→

axa
x

 

即a = 1，將其代入 得c = 0，故  

 

xxxf 2)( 2 −=

47.設 f (x) =
1

165 2

+
++

x
xx

，試求以 P (1，6)為切點的切線方程式。 

【解答】5x − y + 1 = 0 
【詳解】 

f ′(x) = 2

2

)1(
)1)(165()1)(610(

+
++−++

x
xxxx

= 2

2

)1(
5105

+
++

x
xx

= 5，切線方程式的斜率為 f ′(1) = 5 

故以 P(1，6)為切點的切線方程式為 y − 6 = 5(x − 1)，即 5x − y + 1 = 0 
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48.設函數 f (x) = + x + 2，試求 f (x)的導函數。 |)4(| −xx

【解答】f ′(x) =  
40

4 0
52
32

<<
><

⎩
⎨
⎧

+−
−

x
xx

x
x

，當

或，當

【詳解】 
當x < 0 或x > 4 時，則f (x) = x( x − 4) + x + 2 = x2 − 3x + 2，此時f ′(x) = 2x − 3 
當 0 < x < 4 時，則f (x) = − x( x − 4) + x + 2 = − x2 + 5x + 2，此時f ′(x) = − 2x + 5 

①當x = 0 時，
2

0 0

( ) (0) ( 5 2) 2
lim lim0 0x x

f x f x x
x x+ +→ →

− − + + −
=

− −
)5(lim

0
= +−

+→
x

x
 = 5， 

           
2

0 0

( ) (0) ( 3 2) 2
lim lim0 0x x

f x f x x
x x− −→ →

− − +
=

− −
lim

0−→x

−
= (x − 3) = − 3 

  所以f ′(0)不存在 

②同理當x = 4 時，
4

)4()(
lim

4 −
−

+→ x
fxf

x
= )1(lim

4
+

+→
x

x
 = 5，

4
)4()(

lim
4 −

−
−→ x

fxf
x

= [ − ( x − 1)] = − 3 

  所以f ′(4)也不存在  

綜合①②上述可得f ′(x) =  

−→4
lim
x

40 
4 0 

52
32

<<
><

⎩
⎨
⎧

+−
−

x
xx

x
x

，當

或，當
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