
高雄市明誠中學 高三數學平時測驗    日期：95.04.20 
班級 普三     班範 

圍 
Book6  1-1、2 極限 

座號  

姓

名

 

一、是非題(每題 5 分) 

1. 若< an >為一收斂數列，且任意正整數n，an ≠ 0，則
nn a

1
lim

∞→
也是收斂數列。 

【解答】╳ 

【詳解】當an =
n
1

，n∈N時， = 0，但n
n

alim
∞→ nn a

1
lim

∞→
= 不存在 

 

n
n
lim

∞→

2. 設< an >，< bn >，< cn >為三個數列，且任意正整數n，an ≤ bn ≤ cn均成立，則當 與

都存在時， 也存在。 

n
n

alim
∞→

n
n

clim
∞→

n
n

blim
∞→

【解答】╳ 
【詳解】 

< an > = < − 2，− 2，… >，< cn > = < 2，2，2，… >，< bn > = < − 1，1，− 1，1，… >時 
< an >，< cn >都是收斂數列，但< bn >不是收斂數列 
 

3. 2

)12(531
lim

n
n

n

−++++
∞→

= 2
1

lim nn ∞→
+ 2

3
lim nn ∞→

+ 2
5

lim nn ∞→
+ …+ 2

12
lim

n
n

n

−
∞→

= 0 + 0 + … + 0 = 0。 

【解答】╳ 

【詳解】
( )

2

12531
lim

n
n

n

−++++
∞→

= 2

2

lim n
n

n ∞→
= 1 ≠ 0 

 
4. 下列各敘述何者為真確？何者為錯誤？ 

(A)若 = ∞且 = 0，則 = 0 

(B)若< a

n
n

alim
∞→

n
n

blim
∞→

nn
n

balim
∞→

n >為無窮數列，並且對於每一自然數n都有an+1 ≥ an ≥ 0，則 = ∞ 

(C)若對一切自然數n，恆有a

n
n

alim
∞→

n ≤ bn ≤ cn，並且< an >及< cn >均是收斂數列，則 
  < bn >也是收斂數列 
(D)設< an >及< bn >為二收斂數列且 = α， = β，若對每一自然數n都有an

n
alim

∞→
n

n
blim

∞→
n < bn， 

  則 α < β 
(E)設< an >為一無窮數列，若 n

n
a lim

∞→
= 0，則 = 0 n

n
alim

∞→

【解答】(A)╳ (B)╳ (C)╳ (D)╳ (E)○ 
【詳解】 

(1)錯誤，an = n2，bn =
n
1

，則 = ∞ 

(2)錯誤，a

nn
n

balim
∞→

n = 1−
n
1

，則恆有an+1 ≥ an，但是 = 1 

(3)錯誤，a

n
n

alim
∞→

n = − 1，bn = ( − 1)n，cn = 1。顯然，對每一個自然數n，an ≤ bn ≤ cn均成立並且 
  < an >及< cn >均是收斂數列，但< bn >是發散數列 
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(4)錯誤，例如：令an = 1 +
n
1

，bn = 1 +
n
2

，顯然，對每一個自然數n，都有an < bn，但是 

  = = 1 

(5)正確 
 

n
n

alim
∞→

n
n

blim
∞→

5. 設< an >，< bn >為二個數列，且 )(lim nn
n

ba +
∞→

存在，則 )(lim nn
n

ba +
∞→

= 。 n
n

n
n

ba limlim
∞→∞→

+

【解答】╳ 
【詳解】當an = n，bn = − n時，對任意n，an + bn = 0，所以 )(lim nn

n
ba +

∞→
= 0，但 與 都

不存在，所以

n
n

alim
∞→

n
n

blim
∞→

)(lim nn
n

ba +
∞→

= + 不成立 

 

n
n

alim
∞→

n
n

blim
∞→

6. 若
1

lim
−→x 1

22

+
+−

x
axx

存在，則 a = − 3。 

【解答】○ 
【詳解】 

當
1

lim
−→x 1

22

+
+−

x
axx

存在時，x2 − 2x + a在x = − 1 時，其值為 0 

所以( − 1)2 − 2( − 1) + a = 0，即得a = − 3 
 

7. 設f (x) = [x] 為高斯函數，則當x1 > x2時，f (x1) > f (x2)。 
【解答】╳ 
【詳解】f ( 3.2 ) = f (3) = 3 

 

8. 因為 (x + 3) = 0，所以
3

lim
−→x 3

lim
−→x 3

273

+
+

x
x

不存在。 

【解答】╳ 

【詳解】
3

lim
−→x 3

273

+
+

x
x

=
3

lim
−→x 3

)93)(3( 2

+
+−+

x
xxx  = ( x

3
lim

−→x

2 − 3x + 9) = (− 3)2 − 3 × ( − 3) + 9 = 27 

 
9. 設 f (x) = | x − 1|，則 f (x)在 x = 1 之處不連續。 
【解答】╳ 
【詳解】f (x) = | x − 1 | 時，f (1) = | 1 − 1 | = 0 

又 f (x) = | x − 1 |= 0 = f (1)，所以 f (x)在 x = 1 之處連續 

 
1

lim
→x 1

lim
→x

10.設函數 f (x) =
x
x ||

，則 f (x) = − 1。 
1

lim
−→x

【解答】○ 

【詳解】f (x) =
x
x ||

時， f (x) =
1

lim
−→x 1

lim
−→x x

x ||  =
1

lim
−→x

)(
x
x−  = ( − 1) = − 1 

 

1
lim

−→x
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二、選擇題( 每題 10 分) 

1. 設二數列的第n項分別為an = 12 + 22 + 32 + … + n2，bn = n3 + 5n + 1，則
∞→n

lim
n

n

b
a

等於 

(A) 0 (B)
6
1

 (C)
3
1

 (D)
2
1

 (E) 2 

【解答】(C) 
【詳解】 

∞→n
lim

n

n

b
a

=
∞→n

lim
15

21
3

222

++
+++

nn
n

=
∞→n

lim
15

)12)(1(
6
1

3 ++

++

nn

nnn
=

∞→n
lim

6306
32

3

23

++
++

nn
nnn  

      =
∞→n

lim
32

2

61    306

11    32

nn

nn
++

++

．

．
=

)61    306(lim

)11    32(lim

32

2

nn

nn

n

n

++

++

∞→

∞→

．

．
=

6
2
=

3
1  

2. (複選)令an= )11(log 2
2 k

n

k
−∑

=
，則下列各敘述何者為真？（式中[ ]為高斯符號） 

(A) − log
2
3
< an < 0 (B) − log 2 < an < 0 (C) [10 ] = 2  (D) [2．10 ] = 1(E) [2．10 ] = 2 na na na

【解答】(B)(D) 
【詳解】 

an = )11(log 2
2 k

n

k
−∑

=
= log (1 − 22

1 ) + log (1 − 23
1 ) + log (1 − 24

1 ) + … + log (1 − 2

1
n

) 

= log [(1 − 22
1 )(1 − 23

1 )(1 − 24
1 )…(1 − 2

1
n

)] 

= log [(1 −
2
1 )(1 −

3
1 )(1 −

4
1 )…(1 −

n
1 )(1 +

2
1 )(1 +

3
1 )(1 +

4
1 )…(1 +

n
1 )] 

= log [(
2
1

．
3
2

．
4
3

．…．
n

n 1− )(
2
3

．
3
4

．
4
5

．…．
n

n 1+ )] = log
n

n
2

1+  

∵ n ≥ 2 ∴ 
2
1
<

n
n
2

1+ < 1 ∴ − log 2 < an < 0 

由an = log
n

n
2

1+
，得 10 =na

n
n
2

1+
，所以[10 ] = 0，而 [2．10 ] = [na na

n
n 1+ ] = [1 +

n
1 ] = 1 

故應選(B)(D) 
3. (複選)下列數列哪些是收斂數列？ 

(A)< 1+n − n > (B)<
n

n 1)1( +− > (C)<
1

2
2

3

+n
n

−
n

n 12 +
> (D)< 2 + (−

3
π )n − 1> 

【解答】(A)(B) 
【詳解】 

(A) 1(lim +
∞→

n
n

− n ) =
nn

nnnn
n ++

++−+
∞→ 1

)1)(1(lim =
nnn ++∞→ 1

1lim = 0 

(B)
n

n

n

1)1(
lim

+

∞→

−
= 0 

(C)
1

2
2

3

+n
n

−
n

n 12 +
=

nn
nn
+

−−
3

24 12
極限值不存在，<

1
2
2

3

+n
n

−
n

n 12 +
>發散 
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(D)數列< (−
3
π )n − 1>是公比小於 − 1 的等比數列，是一發散數列 

  令an = 2 + (−
3
π )n − 1，並設<an>收斂，則 (−

3
π )n − 1 = an − 2 ⇒ < (−

3
π )n − 1>收斂，矛盾 

  故< 2 + (−
3
π )n − 1>發散 

4. (複選)設 為一多項式，已知)(xf 24
1
)(lim

1
=

−→ x
xf

x
，

2
)(lim

2 −→ x
xf

x
= − 20， 60

3
)(lim

3
=

−→ x
xf

x
，若 以

除之所得商式為 ，則 
(A) 可整除  (B)

)(xf

)3)(2)(1( −−− xxx )(xg
)2)(1( −− xx )(xf )3)(2( −− xx 可整除  (C) g (1) = 30 (D) g (2) = 20 

(E) 被 除之餘式為  
)(xf

)(xg )3)(2)(1( −−− xxx 652 ++ xx
【解答】(A)(B)(D)(E) 
【詳解】 

因 24
1
)(lim

1
=

−→ x
xf

x
，

2
)(lim

2 −→ x
xf

x
= − 20， 60

3
)(lim

3
=

−→ x
xf

x
，故 0)1( =f ， ，  

由因式定理知

0)2( =f 0)3( =f

)()3)(2)(1()( xgxxxxf −−−=  

∵ 24)1()2)(1()()3)(2(lim
1
)(lim

11
=−−=−−=

− →→
gxgxx

x
xf

xx
 ∴ 12)1( =g  

∵ 1)()3)(1(lim
2
)(lim

22
=−−=

− →→
xgxx

x
xf

xx
． 20)2()1( −=− g  ∴  

∵ 

20)2( =g

2)()2)(1(lim
2
)(lim

33
=−−=

− →→
xgxx

x
xf

xx
．1． 60)3( =g  ∴ 30)3( =g  

令 ，則得  

解方程組得 ，

cbxaxxQxxxxg +++−−−= 2)()3)(2)(1()(
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++=
=++=

=++=

3039)3(
2024)2(

12)1(

cbxg
cbag

cbag 　　

1=a 5=b ， ，即 被6=c )(xg )3)(2)(1( −−− xxx 除之餘式為  
故應選(A)(B)(D)(E) 

652 ++ xx

 

二、填充題(每題 10 分) 

1. 設an = 12 + 22 + 32 + … + n2，且bn = ∑
+

=

n

k ka
k

1

12
，則 = nn

b
∞→

lim      。 

【解答】6 
【詳解】 

∵ an = 12 + 22 + 32 + … +n2 =
6
1 n ( n + 1) (2n + 1) 

∴ bn = ∑
+

=

n

k ka
k

1

12 = ∑
++

+
=

n

k kkk

k
1 )12)(1(
6
1

12
= ∑

+=

n

k kk1 )1(
6

= 6 ∑
+

−
=

n

k kk1
)

1
11(  

      = 6[(1−
2
1 ) + (

2
1
−

3
1 ) + (

3
1
−

4
1 ) + … + (

n
1
−

1
1
+n

)] = 6 (1−
1

1
+n

) ∴ = 6 

 

n
n

blim
∞→

2. lim
→∞n ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−−− )11()

4
11)(

3
11)(

2
11( 2222 n

=      。 
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【解答】
2
1  

【詳解】 

lim
∞→n ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−−− )11()

4
11)(

3
11)(

2
11( 2222 n

 = lim
→∞n

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−−−
2

2

2

2

2

2

2

2 )1(      
4

)14(    
3

)13(    
2

)12(
n

n
．．．．  

= lim
→∞n ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−

nn
nn

．．．．．．

．．．．

      3  3   2  2
)1)(1()6    4)(5    3)(4    2)(3    1(  = lim

∞→n n
n
  2

)1(    1
．

． +
=

2
1

lim
→∞n n

n 1+
=

2
1  

 

3. 若數列< an >中，an = )1(3  22  1 ++++ nn．． ，則 lim
∞→n 2n

an =      。 

(提示：利用 ( 1)n n n n≤ + ≤ 1+ 、夾擠定理 ) 

【解答】
2
1  

【詳解】 
an = 2    1． + 3    2． + … + )1( +nn  

1 < 2    1． < 2
2 < 3    2． < 3
3 < 4    3． < 4
　　　

+) n < )1( +nn < n + 1  
∴ 1 + 2 + 3 + … + n < 2    1． + 3    2． + 4    3． + … + )1( +nn < 2 + 3 + … +( n +1) 

即 1
2

)2)(1(
2

)1(
−

++
<<

+ nnann
n ，因此 ]1

2
)2)(1([1]

2
)1([1

222 −
++

<<
+ nn

nn
ann

n
n  

即 222

1
2

)2)(1(
2

1
nn

nn
n
a

n
n n −

++
<<

+
，又

n
n

n 2
1

lim
+

∞→
= ]1

2
)2(1[lim 22 nn

nn
n

−
++

∞→

）（
=

2
1  

由夾擠定理可知 2lim n
an

n ∞→
=

2
1  

 

4. 3

1  )52(  3)32(  2)12(  1
lim

n
nnnn

n

．．．． ++−+−+−
∞→

=      。 

【解答】
3
1  

【詳解】 

3

1    )52(    3)32(    2)12(    1
lim

n
nnnn

n

．．．． ++−+−+−
∞→

 

=
[ ]

3
1

 )12(2
lim

n

knk
n

k

n

∑ −−
=

∞→
= 3

1

2

1
   2)12(

lim
n

knk
n

k

n

k

n

∑∑ −+
==

∞→
 

= lim
∞→n 3

)12)(1(
6
1    2)12(    )1(

2
1

n

nnnnnn ++−++ ．．
= 3

)12( )1(
6
1

lim n

nnn

n

++

∞→
= )12( )11(

6
1

lim nnn
++

∞→
=

3
1  

 
5. 設< an >為一數列，若 an

n
lim

∞→
n = 2，則 = n

n
alim

∞→
     。又 = n

n
an )13(lim −

∞→
     。 
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【解答】0，6 
【詳解】 

(1)因為 ，於是可得2lim =
∞→

n
n

na )(1
limlim n
n

n
n

na
n

a
∞→∞→

= n
nn

na
n lim    1

lim
∞→∞→

= ． = 0 × 2 = 0 

  故  

(2)因為

0lim =
∞→

n
n

a

)(13
lim)1(3lim n
n

n
n

na
n

nan −
=−

∞→∞→
= )(lim    13

lim n
nn

na
n

n
∞→∞→

−
． = 3 × 2 = 6 

  故 = 6 

 

)13(lim −
∞→

n
n

na

6. 設an = 1 + 2 + 3 + … + n，則 )(lim 1 nnn
aa −+∞→

=      。 

【解答】
2
2  

【詳解】 
因為an = 1 + 2 + 3 + … + n，所以 nnn

aa −+∞→ 1(lim ) 

= (
∞→n

lim )1(21 +++++ nn − n+++ 21 ) 

= [
∞→n

lim )2)(1(
2
1

++ nn − )1(
2
1

+nn ] =
∞→n

lim
2

1+n ( 2+n − n ) =
∞→n

lim
2

2
．

nn
n
++
+

2
1  

=
∞→n

lim
2

2
．

121

11

++

+

n

n =
2

2
．

11
1
+

=
2
2  

 
7. 設a，b為實數，若無窮級數 

++++ 4321 2222
baba

… +++ − nn

ba
212 22

… = 3 且a + b = 5，則a =      ，b =     。 

【解答】4，1 
【詳解】 

因 ++++ 4321 2222
baba

… +++ − nn
ba
212 22

… = 3 是收斂級數，即 

( 531 222
aaa

++ + … + 122 −n
a + …) + ( 642 222

bbb
++ + … + n

b
22
+ …) = 3 

∴ 3

4
11

4

4
11

2 =
−

+
−

ba

 ⇒ 2a + b = 9，又 a + b = 5，解此方程式，故得 a = 4，b = 1 

 

8. 
24
13

lim
−
+

∞→ n

n

n a
a

= 2，則< an >的極限是     。 

【解答】1 
【詳解】 

令bn = 24
13

−
+

n

n

a
a

，得 4bnan − 2bn = 3an + 1 及 = 2 ∴ an
n

blim
∞→

n = 34
12

−
+

n

n

b
b
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故 =n
n

alim
∞→ 34

12
lim

−
+

∞→ n

n

n b
b

=
324
122

−
+

．

．
= 1 

 
9.若 )12(lim 2 nbnna

n
−++

∞→
= 1，則數對(a，b) =     。 

【解答】(2 2 ，4) 
【詳解】 

1 =
nbnna

bnnna
n +++

−++
∞→ 12

)12(
lim

2

2222

=
nbnna
nanba

n +++

++−
∞→ 12

)1()2(
lim

2

2222

 

得 2a2 − b2 = 0 及 1 =
nbnna

na
n +++

+
∞→ 12

)1(
lim

2

2

 =

2

2

112

)11(
lim

nn
ab

n
a

n
+++

+

∞→
=

ab
a

2

2

+
 

∴ 2a2 − b2 = 0 及a2 = 2 a + b，得a = 2 2 ，b = 4，(a，b) = (2 2 ，4) 
 

10.對任一n∈N使 3

1
n

[12 + 22 + … + (n −1)2] < A < 3

1
n

[12 + 22 + … + (n − 1)2 + n2]恆成立，則A 

=     。 

【解答】
3
1  

【詳解】 

由 12 + 22 + … + n2 =
6
1 n(n + 1)(2n + 1)，12 + 22 + … + (n − 1)2 =

6
1 n(n − 1)(2n − 1)  

3

1
n

[12 + 22 + … + (n − 1)2] < A < 3

1
n

(12 + 22 + … + n2) 

⇔ 3

1
n

．
6
1 n (n − 1)(2n − 1) < A < 3

1
n

．
6
1 n (n + 1)(2n + 1) 

⇔ 
6
1 (1 −

n
1 )(2 −

n
1 ) < A <

6
1 (1 +

n
1 )(2 +

n
1 ) 

∵ (1 −lim
∞→n n

1 )(2 −
n
1 ) = 2 = (1 +lim

∞→n n
1 )(2 +

n
1 ) ∴ A =

6
1

．2 =
3
1  

 

11. )
2
1(lim n

n
nn

n
−

+
−

∞→
=      。 

【解答】−
2
3  

【詳解】 )
2
1(lim n

n
nn

n
−

+
−

∞→
= )1

2
1(lim −

+
−

∞→ n
nn

n
=

2
)21(

lim
+

+−−
∞→ n

nnn
n

 

=
)21(2

)21)(21(
lim

++−+
++−+−−

∞→ nnn
nnnnn

n
=

)21(2
3

lim
++−+

−
∞→ nnn

n
n

 

=
)2111(21

3
lim

nnn
n

++−+

−
∞→

=
)2111(21lim

3

nnnn
++−+

−

∞→

= −
2
3  
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12. 11 43
43lim ++∞→ +

+
nn

nn

n
=      。 

【解答】
4
1  

【詳解】
4)

4
3(3

1)
4
3(

lim43
43

lim 11
+

+
=

+
+

∞→
++

∞→ n

n

n
nn

nn

n
=

4
1

40
10

4)
4
3(3lim

1)
4
3(lim

=
+
+

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

∞→

∞→

n

n

n

n  

 

13. )3
2
33(lim ++

∞→
nn n

=      。 

【解答】3 

【詳解】 )3
2
33(lim ++

∞→
nn n

= 3lim
2
3

lim
3

lim
∞→∞→∞→

++
nnnn n

= 0 + 0 + 3 = 3 

 

14.
22
44

lim
−−+

−−+
∞→ nn

nn
n

=      。 

【解答】2 
【詳解】 

22
44

lim
−−+

−−+
∞→ nn

nn
n

= lim
∞→n )44)(22)(22(

)22)(44)(44(
−++−++−−+
−++−++−−+

nnnnnn
nnnnnn

 

= lim
∞→n

[ ]
[ ] )44()2()2(

)22()4()4(
−++−−+

−++−−+

nnnn
nnnn

 

= lim
∞→n

n
nn

n
nn

)44(4

)22(8

−++

−++

= lim
∞→n

nn

nn
4141

)2121(2

−++

−++
= 2．

nn

nn

n

n

4141lim

2121lim

−++

−++

∞→

∞→ = 2 )
11
11(

+
+

= 2 

 
15. lim

→∞n
)22( −−+ nnn =      。 

【解答】2 

【詳解】 )22(lim −−+
∞→

nnn
n

= lim
→∞n 22

)22)(22(
−++

−++−−+
nn

nnnnn  

= lim
→∞n

[ ]
22

)2()2(
−++
−−+

nn
nnn

= lim
→∞n

nn
2121

4

−++
=

11
4
+

= 2 

 

16. lim
→∞n

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

+
−

+
− n

n

n

n

n

n

)9.0(1
)9.0(1

21
2

)1.0(1
)1.0(

=      。 

【解答】0 

【詳解】 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

+
−

+
−∞→

n

n

n

n

n

n

n )9.0(1
)9.0(1

21
2

)1.0(1
)1.0(

lim = n

n

n )1.0(1
)1.0(

lim
−∞→

+ n

n

n 21
2

lim
−∞→

+ n

n

n )9.0(1
)9.0(1

lim
+
−

∞→
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= 01
1

10
1
1

2
1

1
lim1

0
=+

−
+=+

−
+

∞→
１n

n
 

 
17.設無窮數列< an >滿足 3n + 2 < nan < 3n + 5，則 = n

n
alim

∞→
     。 

【解答】3 

【詳解】3n + 2 < nan < 3n + 5，3 +
n
2  < an < 3 +

n
5

，且 3)53(lim)23(lim =+=+
∞→∞→ nn nn

 

由夾擠定理，可得
 

 

3lim =
∞→

n
n

a

18.若數列< an >中，an = )12(531
3963
−++++

++++
n

n
，則 = n

n
alim

∞→
     。 

【解答】
2
3  

【詳解】an = )12(531
3963
−++++

++++
n

n
= 2

2
)1(3

n

nn +

= )11(
2
3

n
+ ，故 alim

∞→n
n = lim

∞→n
)11(

2
3

n
+ =

2
3  

 

19.設bn =
4
3

．
9
8

．…． 2

2 1
n

n −
，n ≥ 2，且< bn >的極限為s，則s =     ，使| bn − s | <

100
1

的最小自然數n =     。 

【解答】
2
1

，51 

【詳解】 

bn = (
2
1

．
2
3 )(

3
2

．
3
4 )(

4
3

．
4
5 )．…．(

1
2

−
−

n
n

．
1−n

n )(
n

n 1−
．

n
n 1+ ) 

  =
2
1

．
n

n 1+
=

n
n
2

1+
=

2
1 (1+

n
1 ) 

∴ s = =n
n

blim
∞→ 2

1  

同時| bn − s | <
100

1
 ⇔  

n2
1
<

100
1

 ⇔  n = 51，52，53，…。取最小n值為 51 

 

20.設< 1

3

)2(
2

−

−

+ n

n

x
>是收斂數列，則x範圍是      。 

【解答】x < − 4 或 x ≥ 0 

【詳解】< 1

3

)2(
2

−

−

+ n

n

x
>是收斂數列 ⇔ |

2
2
+x

| < 1 或 1
2

2
=

+x
 

(1)|
2

2
+x

| < 1 ⇔ | x + 2 | > 2 ⇔ x + 2 > 2 或 x + 2 < − 2 ⇔ x > 0 或 x < − 4 

(2)
2

2
+x

= 1 ⇔ x + 2 = 2 ⇔ x = 0 

由(1)及(2)可知：x < − 4 或 x ≥ 0 
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21.若 0)
1

1(lim
2

=−−
−
++

∞→
ban

n
nn

n
，則a =      ，b =      。 

【解答】1，2 

【詳解】
1

))(1(1
1

1 22

−
+−−++

=−−
−
++

n
bannnnban

n
nn  

=
1

)1()1()1( 2

−
+++−+−

n
bnbana

=

n

n
bbana

11

1)1()1(

−

+
++−+−

 

且 0)
1

1(lim
2

=−−
−
++

→∞
ban

n
nn

n
，得 1 − a = 0 且 a − b +1 = 0，聯立解之，得 a = 1，b = 2 

 

22.求下列各極限值：(1) 3

222 21
lim

n
n

n

+++
∞→

 (2)
21

1[lim
．∞→n

+
32

1
．

+ … +
)1(

1
+nn

] 

【解答】(1)
3
1

 (2) 1 

【詳解】 

(1) 3

222 21
lim

n
n

n

+++
∞→

= 3

)12)(1(
6
1

lim
n

nnn

n

++

∞→
= 3

23

6
32

lim
n

nnn
n

++
∞→

=
3
1  

(2)
21

1[lim
．∞→n

+
32

1
．

+ … +
)1(

1
+nn

] = )
2
1

1
1[(lim −

∞→n
+ (

2
1
−

3
1 ) + … + (

n
1
−

1
1
+n

)]                     

                           = )
1

11(lim
+

−
∞→ nn

= 1 

23.試求
7
1(lim

∞→n
+ 27

4 + 37
7
+ … + n

n
7

23 − )之值。 

【解答】
4
1  

【詳解】 

令 Sn = 7
1
+ 27

4 + 37
7
+ … + n

n
7

23 −

−)
7
1 Sn =　 + 27

1 + 37
4
+ … + n

n
7

53 −
+ 17

23
+

−
n

n

7
6 Sn = 7

1
+ 27

3 + 37
3
+ … + n7

3
− 17

23
+

−
n

n

 

Sn =
6
7 (

7
3 + 27

3 + … + n7
3 −

7
2 − 17

23
+

−
n

n )=
6
7 [

7
11

)
7
11(

7
3

−

− n
−

7
2 − 17

23
+

−
n

n ] 

  =
6
7 [

2
1 (1− n7

1 )−
7
2 − 17

23
+

−
n

n ] 

所以 =n
n

Slim
∞→ 6

7 (
2
1
−

7
2 )=

4
1

（其中 nn 7
1

lim
∞→

= 0， 17
23

lim +
∞→

−
nn

n
= 0） 
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24.(1)設對所有自然數n，
1)1(

3
+

+=
+
+

n
B

n
A

nn
n

恆成立，試求A，B之值 

(2)若Sn = ∑
+
+

=

n

k

k

kk
k

1
)

3
2(

)1(
3

，試求 之值 n
n

Slim
∞→

【解答】(1) A = 3，B = − 2 (2) 2 
【詳解】 

(1)因為
)1(

)1(
1

 
)1(

3
+
++

=
+

+=
+
+

nn
BnnA

n
B

n
A

nn
n

，分子部分n + 3 = A(n + 1) + Bn = (A + B)n + A 

  比較係數A + B =1，A = 3，得A = 3，B = − 2 

(2)因為 kk

kkkk
k )

3
2)(

1
23()

3
2(

)1(
3

+
−=

+
+ = kk

kk
)

3
2(

1
2)

3
2(2 1

+
−− ，k∈N 

  Sn = ∑
+
+

=

n

k

k

kk
k

1
)

3
2(

)1(
3

= ∑ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−

=

−
n

k

kk

kk1

1 )
3
2(

1
2)

3
2(2 = 2 − n

n
)

3
2(

1
2
+

，所以 Slim
∞→n

n = 2 

 

25.求下列的極限值：(1)
64

3999
lim 2 +

+
∞→ n

n
n

 (2)
83
9

lim
2

+
+

∞→ n
n

n
 (3)

187
392

lim 2

2

++
++−

∞→ nn
nn

n
 

【解答】(1) 0 (2) ∞ (3)
7
2−

  
【詳解】 

(1)
64

3999
lim 2 +

+
∞→ n

n
n

=

n
n

n
n 64

39991
lim

+

+

∞→
= 0    (2)

83
9

lim
2

+
+

∞→ n
n

n
=

n

n
n

n 83

9

lim
+

+

∞→
= ∞  

(3)
187
392

lim 2

2

++
++−

∞→ nn
nn

n
=

2

2

1 87

392
lim

nn

nn
n ++

++−

∞→
=

7
2−  

 

26.設 a，b 是常數，且
135

27
lim 2

23

−+
+++

∞→ nn
nbnan

n
= 3，求 a，b。 

【解答】a = 0，b = 15 
【詳解】 

因為分子是 3 次式，分母是 2 次式，且它有極限值，所以 a = 0 

原式 =
135

27
lim 2

23

−+
+++

∞→ nn
nbnan

n
= 3，得

5
b = 3，即 b = 15，所以 a = 0，b = 15 

 

27.
0

lim
→x ||

22

x
xx −
=      。 

【解答】不存在 
【詳解】 

令 f (x) =
||
22

x
xx −

，則 
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(1)當 x > 0 時， f (x) =
+→0

lim
x +→0

lim
x x

xx 22 −
= (x − 2) = − 2 

(2)當 x < 0 時， f (x) =

+→0
lim
x

−→0
lim
x −→0

lim
x x

xx
−
− 22

= ( − x + 2) = 2 

  因為 f (x) ≠ f (x)，所以 f (x)不存在，亦即

−→0
lim
x

+→0
lim
x −→0

lim
x 0

lim
→x 0

lim
→x ||

22

x
xx −

極限不存在 

 
28. log

−∞→x
lim

2
1 x(x + 42 −x ) =      。 

【解答】− 1 
【詳解】設  

log

0t x x= − > ⇒ = −t

−∞→x
lim

2
1 x (x + 42 −x ) = log

∞→t
lim

2
1 t ( t − 42 −t ) = log

∞→t
lim

2
1

[ ]
4

)4(
2

22

−+

−−

tt
ttt  

= log
∞→t

lim
2
1

4

4
2 −+ tt

t
= log

2
1 (

∞→t
lim

2
411

4

t
−+

) = log
2
1 2 = − 1 

29.若
1lim

2

1 −
++

→ x
baxx

x
= − 4，則數對(a，b) =     。 

【解答】(− 6，5) 

【詳解】
1lim

2

1 −
++

→ x
baxx

x
存在，得 = 0 

∴ 1 + a + b = 0，代入原式：− 4 =

)(lim 2

1
baxx

x
++

→

1
)1(

lim
2

1 −
−−++

→ x
aaxx

x
=

1
)1)(1(

lim
1 −

++−
→ x

axx
x

= a + 2 

 − 4 = a + 2，a = − 6，b = 5 
 

30.若f (x) = x3，則
t

ftf
t

)1()21(lim
0

−+
→

=      。 

【解答】6 

【詳解】f (x) = x3時，則
t

ftf
t

)1()21(lim
0

−+
→

=
t
t

t

1)21(lim
3

0

−+
→

 

                                   =
t

ttt
t

32

0

8126lim ++
→

= ( 6 + 12t + 8t
0

lim
→t

2 ) = 6 

31. =
−+

→ x
x

x

1)1(lim
10

0
     。 

【解答】10 

【詳解】令 ，則1+= xt
1
1lim1)1(lim

10

1

10

0 −
−

=
−+

→→ t
t

x
x

tx
=  + … + t + 1) = 10 

 

89

1
(lim tt

t
+

→

32. (lim
2→x

=
+−

−
−−

)
252

1
2

1
22 xxxx

      。 

【解答】
9
1  

【詳解】 
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)
252

1
2

1(lim 222 +−
−

−−→ xxxxx
= ]

)12)(2(
1

)1)(2(
1[lim

2 −−
−

+−→ xxxxx
=

)12)(1)(2(
)1()12(lim

2 −+−
+−−

→ xxx
xx

x
 

=
)12)(1)(2(

2lim
2 −+−

−
→ xxx

x
x

=
)12)(1(

1lim
2 −+→ xxx

=
9
1

)122)(12(
1

=
−⋅+

 

 

33.
86

2
lim

2 −+
−

→ x
x

x
=     。 

【解答】2 

【詳解】
86

2
−+

−
x

x
=

)2)(86)(86(
)86)(2)(2(

+++−+
+++−
xxx

xxx
=

2
86

+
++

x
x  

∴ 
86

2
lim

2 −+
−

→ x
x

x
=

2
86

lim
2 +

++
→ x

x
x

=
22
88

+
+

= 2 

 

34. x
−→0

lim
x 2

11
x

+ =      。 

【解答】− 1 

【詳解】令 t = − x > 0，所以 x
−→0

lim
x 2

11
x

+ = ( − t
+→0

lim
t 2

11
t

+ ) = (−
+→0

lim
t

12 +t ) = − 1 

 
35.求下列各小題的極限值： 

(1)
3

5
lim

3 −→ xx
 =       (2)

32
9

lim 2

2

3 −−
−

→ xx
x

x
 =       

(3)
4

lim
→x 35

4
−+

−
x
x  =       (4) )

23
4

1
(lim 2

2

2 ++
−

+
+→ xx

x
x

x
x －

 =       

(5)
3

425
lim

2

3 −
−−

→ x
x

x
 =       (6)

1
23

lim 31 −
−+

→ x
x

x
 =      

【解答】(1)不存在 (2)
2
3

 (3) 6 (4) 6 (5)
4
3−

 (6)
4
3  

【詳解】 
(1)分母 x − 3 趨近於 0，但是分子不為 0，所以極限不存在 

(2)
32

9
lim 2

2

3 −−
−

→ xx
x

x
=

3
lim
→x )1)(3(

)3)(3(
+−
+−

xx
xx

=
3

lim
→x 1

3
+
+

x
x =

4
6
=

2
3  

(3)
4

lim
→x 35

4
−+

−
x
x

=
4

lim
→x 9)5(

)35)(4(
−+

++−
x

xx
=

4
lim
→x

)35( ++x  = 6 

(4) )
23

4
1

(lim 2

2

2 ++
−

+
+−→ xx

x
x

x
x

= [
2

lim
−→x )1)(2(

)2)(2(
1 ++

+−
+

+ xx
xx

x
x ] = (

2
lim

−→x 1
2

1 +
−

+
+ x

x
x

x ) =
1
2

−
− +

1
4

−
−  = 6 

(5)
3

425
lim

2

3 −
−−

→ x
x

x
=

3
lim
→x )425)(3(

16)25(
2

2

+−−

−−

xx

x
=

3
lim
→x 425

)3(
2 +−

+−

x
x =

44
6
+
−  = −

4
3  

(6)
1

23
lim 31 −

−+
→ x

x
x

=
1

lim
→x )23)(1(

)1)(43( 33 2

++−
++−+

xx
xxx

=
1

lim
→x 23

133 2

++
++

x
xx  =

4
3  
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36. (
4

lim
→x 4

4
2

1
−

−
− xx

) =      。 

【解答】
4
1  

【詳解】 

(
4

lim
→x 4

4
2

1
−

−
− xx

) = (
4

lim
→x 4

4
4
2

−
−

−
+

xx
x ) =

4
lim
→x 4

4)2(
−

−+
x

x =
4

lim
→x 4

2
−
−

x
x =

4
lim
→x 2

1
+x

=
4
1  

 

37.設a，b是實數，若
2

lim
→x 2

2

−
++

x
axx  = b，則數對(a，b) =      。 

【解答】( − 6，5 ) 
【詳解】 

因 ( x − 2 ) = 0 且
2

lim
→x 2

lim
→x 2

2

−
++

x
axx  = b 

故 ( x
2

lim
→x

2 + x + a ) = 0，即 4 + 2 + a = 0，解得a = − 6 

於是b =
2

lim
→x 2

2

−
++

x
axx  =

2
lim
→x 2

62

−
−+

x
xx  = ( x + 3 ) = 5 

    a = − 6，b = 5；亦即 ( a，b ) = ( − 6，5 ) 
 

2
lim
→x

38.函數f (x)滿足f (
1
1

+
−

x
x ) = x，則f (x) =     ，

x
fxf

x

)0()(
lim

0

−
→

=     。 

【解答】
x
x

−
+

1
1

，2 

【詳解】 

y =
1
1

+
−

x
x

 ⇔xy + y = x − 1 ⇔y + 1 = (1 − y)x ⇔x =
y
y

−
+

1
1

，f (y) =
y
y

−
+

1
1

，即 f (x) =
x
x

−
+

1
1  

由 f (0) = 1，f (x) − f (0) =
x
x

−
+

1
1

− 1 =
x

x
−1
2

，得
x

fxf
x

)0()(
lim

0

−
→

=
xx −→ 1

2
lim

0
= 2 

 

39. )
34

2
3
4(lim 23 +−
+

−
−

→ xxx
x

x
 =      。 

【解答】
2
1  

【詳解】 

)
34

2
3
4(lim 23 +−
+

−
−

→ xxx
x

x
 =

)3)(1(
2)1)(4(lim

3 −−
+−−

→ xx
xx

x
=

)3)(1(
65lim

2

3 −−
+−

→ xx
xx

x
=

1
2lim

3 −
−

→ x
x

x
 =

13
23

−
−  =

2
1  

 

40. 20

211lim
x

xx
x

−−++
→

=      。 

【解答】
4
1−  

【詳解】 
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20

211lim
x

xx
x

−−++
→

=
)]21(1[

)]21(1)][21(1[lim
20 −−−+

−−−+−−++
→ xxx

xxxx
x

 

=
)]21(1[

)21()1(lim
2

2

0 −−−+
−−−+

→ xxx
xx

x
=

)]21(1[
)1441()1(lim

20 −−−+
−−+−−+

→ xxx
xxx

x
=

)]21(1[
1442lim

20 −−−+
−+−

→ xxx
xx

x
 

=
]12)2)][(21(1[

]12)2][(12)2[(2lim
20 xxxxx

xxxx
x −−−−−−+

−−−−+−
→

=
]12)2)][(21(1[

)]1(4)2[(2lim
2

2

0 xxxxx
xx

x −−−−−−+
−−−

→
 

=
]12)2)][(21(1[

2lim
0 xxxxx −−−−−−+→

=
]012)20)][(201(01[

2
−−−−−−+

 

=
)4)(11(

2
−+

=
4
1−  

 

41.
2

lim
→x 4

35
2

2

−
−+

x
x

=      。 

【解答】
6
1  

【詳解】
2

lim
→x 4

35
2

2

−
−+

x
x

=
2

lim
→x )35)(4(

3)5(
22

22

++−

−+

xx
x

=
2

lim
→x 35

1
2 ++x

=
354

1
++

=
6
1  

 

42.
2

2
lim

33

2 −
−

→ x
x

x
=     。 

【解答】
6
23

 

【詳解】由a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2)知：x − 2 = ( 33 2−x )( 333 42 ++ xx ) 

∴ 
2

2
lim

33

2 −
−

→ x
x

x
=

3332 42
1

lim
++→ xxx

=
3 43
1

=
6
23

 

 

43.若 2

3

2 )2(
lim

+
++

−→ x
baxx

x
存在，求定數 a，b 之值，並求其極限值。 

【解答】a = − 12，b = − 16，− 6 
【詳解】 

分子x3 + ax + b必有(x + 2)2的因式，所以x = − 2 代入得 − 8 − 2a + b = 0……  
b = 8 + 2a代入分子中 
x3 + ax + b = x3 + ax + 8 + 2a = (x3 + 8) + a (x + 2) = (x + 2)(x2 − 2x + 4 + a) 

原式 = 2

2

2 )2(
)42)(2(

lim
+

++−+
−→ x

axxx
x

=
2
42

lim
2

2 +
++−

−→ x
axx

x
 

分子x2 − 2x + 4 + a仍有x + 2 的因式，所以x = − 2 代入得 4 + 4 + 4 + a = 0，a = − 12 
代入 得b = 8 + 2a = − 16 

原式 =
2
42

lim
2

2 +
++−

−→ x
axx

x
=

2
1242

lim
2

2 +
−+−

−→ x
xx

x
=

2
)4)(2(

lim
2 +

−+
−→ x

xx
x

= = − 6 

所以a = − 12，b = − 16，極限值為 − 6 
 

)4(lim
2

−
−→

x
x
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44.若 f (x) =
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−
−+

2         8

2  
2

62

x

x
x

xx

，　　　

，
，試求 之值。 )(lim

2
xf

x→

【解答】5 
【詳解】 

 =)(lim
2

xf
x→ 2

lim
→x 2

62

−
−+

x
xx

= ( x + 3) = 5（注意  = 5 ≠ f (2)，故 f (x)在 x = 2 不連

續） 
 

2
lim
→x

)(lim
2

xf
x→

45.已知
θ
θ

θ

sin
lim

0→
= 1，求 20

cos1
lim

x
x

x

−
→

之值。 

【解答】
2
1  

【詳解】由 2sin2 θ = 1 − cos2θ 知 1 − cosx = 2sin2

2
x  

20

cos1
lim

x
x

x

−
→

= 20

2(lim
xx→

．sin2

2
x ) =

2
1

lim
0→x

(

2

2
sin

x

x

)2 =
2
1 (

2

2
sin

lim
0 x

x

x→
)2 =

2
1

．12 =
2
1

（∵
θ
θ

θ

sin
lim

0→
= 1） 
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