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二、填充題( 每題 10 分) 

1. 設有二矩陣A = ，B = ，則(4B − 3A)⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
213
121

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
231
112 t =     。 

【解答】  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

27
92
55

【詳解】A =  ⇒ 3A = ，B =  ⇒ 4B =  

 ⇒ 4B − 3A =  ∴ (4B − 3A)

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
213
121

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
639
363

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
231
112

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
8124
448

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
295
725 t =  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

27
92
55

2. 設矩陣A = (aij)3 × 3，aij ∈ { − 1，0，1，2，3}，∀i，j = 1，2，3， 
(1)若A滿足At = A，則此種A共有     個。 
(2)若A滿足At = − A，則此種A共有     個。 

【解答】(1) 15625 (2) 27 
【詳解】 

(1) At = A ⇒ 此A為對稱矩陣 ⇒ 其形狀為A = ， 

而a，b，c，d，e，f可為 − 1，0，1，2，3，共有 5 種選擇 ⇒此A共有 5

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

fec
edb
cba

6 = 15625 個 

(2) At = − A ⇒ 此A為反對稱矩陣 ⇒ 其形狀為A = ， 

而a，b，c僅可以為 − 1，0，1，共有 3 種選擇 ⇒ 此A共有 3

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

0
0

0

cb
ca
ba

3 = 27 個 
3. 設矩陣A = (aij)5 × 5，其中aij = i2 − ij + j2，∀i，j = 1，2，…，5，則A中所有元的總和S =     

。 
【解答】S = 325 
【詳解】 

S =  =  =  = 5 × 55 − 15 × 15 + 55 × 5 

 = 275 − 225 + 275 = 325 

∑ ∑ +−
= =

5

1

5

1

22 )(
i j

jiji ∑ ∑+∑−∑
= ===

5

1

5

1

25

1

5

1

2 )(
i jjj

jiji ∑ +−
=

5

1

2 )55155(
i

ii

4. 設有二矩陣A3 × 3，B3 × 3且At = A，Bt = − B，若A + B = ，則A = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

428
216
442

     ，

B =      。 
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【解答】A = ，B =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

422
211
212

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

006
005
650

【詳解】 

At = A ⇒ 可令A = ，B
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

333

322

321

cba
bba
aaa

t = − B ⇒ 可令B =  

由A + B = =  ⇒ a

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

0
0

0

zy
zx
yx

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
+−
++

333

322

321

czbya
zbbxa
yaxaa

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

428
216
442

1 = 2，b2 = 1，c3 = 4 

 ⇒ ，  ⇒ ，  ⇒  

⇒ A = ，B =  

⎩
⎨
⎧

=−
−=+
6

4

2

2

xa
xa

⎩
⎨
⎧

−=
=

5
12

x
a

⎩
⎨
⎧

−=−
=+

8
4

3

3

ya
ya

⎩
⎨
⎧

=
−=

6
23

y
a

⎩
⎨
⎧

=−
=+

2
2

3

3

zb
zb

⎩
⎨
⎧

=
=
0
23

z
b

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

422
211
212

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

006
005
650

6.兩矩陣A = ，B = ，若矩陣X滿足 2X + 3(A − 2B) = 4X + 2(2A − 3X)，則X = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4
1
1

4
1
2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

2
1
2

2   
1
1   

     。 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

−

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

44
4
7

4
5

4
132

 【解答】

【詳解】 
當 2X + 3(A − 2B) = 4X + 2(2A − 3X)時，2X + 3A − 6B = 4X + 4A − 6X 

可得 4X = A + 6B = + = ，所以 X =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4
1
1

4
1
2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

12
6 

12

12 
6
6   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

16
7 

13

16 
5
8   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

−

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

44
4
7

4
5

4
132

 

7. 若 = ，則數對(a，b，c，d) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+
+−

dacd
cbba
423 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
67
18

     。 

【解答】(5，− 3，4，1) 
【詳解】由 a − b = 8，b + c = 1，c + 3d = 7，2a − 4d = 6 

∴ (a − b) + (b + c) − (c + 3d) = 8 + 1 − 7 = 2，a − 3d = 2 
d = 1，a = 5，b = − 3，c = 4，即(a，b，c，d) = (5，− 3，4，1) 

8. 設二矩陣A = (aij)3 × 3滿足aij = ，B = (b
⎩
⎨
⎧

≠
=

ji
ji

，

，

2
1

ij)3 × 3，若aij = i + j − bij，則B =     。 

第 2 頁 



【解答】B =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

532
331
211

【詳解】A = ，由a
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

122
212
221

ij = i + j − bij ⇒ bij = i + j − aij ∴ B =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

532
331
211

9. 設A = ，B = ，C = ，若矩陣X滿足 3A + 4B = 2X + 5C，則X = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
122

211
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
654
123

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
010
101

     。 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
27

2
2111

2
5

2
115

 【解答】

【詳解】3A + 4B = 2X + 5C ⇒ X =
2
1 (3A + 4B − 5C) 

A = ，B = ，C =  

⇒ X =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
2

2
1

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
6
1

5
2

4
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
1

1
0

0
1

2
1 (3 + 4 − 5 ) =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
2

2
1

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
6
1

5
2

4
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
1

1
0

0
1

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
27
5  

21
11

22
10

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
27

2
2111

2
5

2
115

 

10.設A = ，則A − A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

171513
119  7 
5  3  1 

t =      。 

【解答】  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−

0   
4
8

4   
0   
4

8
4
0

【詳解】A =  ⇒ A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

171513
119 7  
5 3 1  

t =  ⇒ A − A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

17115
159 3
137 1

t =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−

0   4   8
40   4
840

11.設 = ，x，y ∈ R，則x = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

++
xyx

yxx
2  

23

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−

++

xyxy
xy

2
4   2

2

2

     ，y =      。 

【解答】x = 2，y = 3 

【詳解】 =  ⇒  

由  ⇒ x = 2，y = 3 代入 均合 ∴ x = 2，y = 3 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

++
xyx

yxx
2

23
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
++

xyxy
xy
2

42
2

2

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=
−=−

+=+

+=+

xyx
xyyx

xyx
yx

22

42
23

2

2

……

……

……

……

⎩
⎨
⎧

=−
−=−

023
1

yx
yx
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12.若A，B，C為三矩陣，A = ，B = ，C = ，則 

(1) − A + 2B +

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
131
432

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 531

720
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 06 9

32112 

3
1 C =          ， 

(2)若X為矩陣，且 2(X + A) + 3(X + B) = 4(B + 2C)，則X =          。 

【解答】 ，⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 1156

11   82   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

5
7 9  15

5
23

5
164

5
92  

 

【詳解】A = ，B = ，C =  

則− A + 2B +

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
131
432

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 531

720
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 06 9

32112 

3
1 C =  +  +  =  

當 2(X + A) + 3(X + B) = 4(B + 2C)時，2X + 2A + 3X + 3B = 4B + 8C 
5X = 4B + 8C − 2A − 3B = − 2A + B + 8C 

5X =  +  +  =  

X = 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−
−−−

1 31
432

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 1062

14   40   
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 023

174   
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 1156

11   82   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−
−−−

262
864

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 531

7  20   
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 0  48 72

2416896   
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 745 75
23 16492   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

5
7 9  15

5
23

5
164

5
92  

 

13.n階方陣An = (aij)滿足：i ≠ j時aij = 0，i = j時aij = 1，則A3 =     。 

【解答】  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
010
001

【詳解】An之第i列，第i行的元素為 1，而元素所在行與列不同時均為 0，此即n階方陣An之

主對角線上之各元素均為 1，而不在主對角線上之各元素均為 0，如 

A2 = ，A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

4 =  ∴ A

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1000
0100
0010
0001

3 =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
010
001

14.若二階方陣 = ，則數對(x，y) = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
−+

byax
xyyx

42
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
25

     ，而方陣 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+ baba
yx

     。 

【解答】(1，4)，  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 1311

4 1     

【詳解】 

當 = 時， ，可得 x = 1，y = 4，所以(x，y) = (1，4) 

又 ，因此 ，所以 =  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
−+

byax
xyyx

42
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
25

⎩
⎨
⎧

=−
=+

22
5

xy
yx

⎩
⎨
⎧

=+
=+

44
32

by
ax

⎩
⎨
⎧

−=
=

12
1

b
a

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+ baba
yx

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 1311

4 1     
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15.A =
2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

− 31
13

，則A15 =     。 

【解答】  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 01

10

【詳解】A = 時，A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− θθ

θθ
cossin
sincos 2 = ，A⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− θθ

θθ
2cos2sin
2sin2cos 3 = ，… 

此時θ =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− θθ

θθ
3cos3sin
3sin3cos

6
π

，A15 = =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− θθ

θθ
15cos15sin
15sin15cos

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
2

cos
2

sin
2

sin
2

cos

ππ

ππ

=  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 01

10

16.設A = ，a ∈ R，若A沒有反矩陣，則a = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

821
51
132

a
a      。 

【解答】0，− 2 
【詳解】A − 1不存在 ⇒ det A = 0 

= 16 + 2a
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

821
51
132

a
a 2 − 15 − 1 + 24a − 20a = 0 ⇒ 2a2 + 4a = 0 ∴ a = 0，− 2 

17.設A = ，n ∈ N，則A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
10

1
c
ba

n =      。 

【解答】

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
+

100
10

2
)1(1

nc

acnnnbna

 

【詳解】 

(1) 設B =  ⇒ B 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

000
00

0
c
ba

2 = =  

                    ⇒ B 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

000
00

0
c
ba

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

000
00

0
c
ba

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

000
000

00 ac

3 = = = O 

   同理，B 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

000
000

00 ac

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

000
00

0
c
ba

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

000
000
000

4 = B 5 = … = O 

(2) A = = I + B 

  ⇒ A

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
10

1
c
ba

n = (I + B)n = I + B + BnC1
nC2

2 + … = I + nB +
2

)1( −nn B 2 
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  =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

000
000

2
)1(00

000
00

0

100
010
001 acnn

nc
nbna

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
+

100
10

2
)1(1

nc

acnnnbna

 

18.設A = ， 

(1) A

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
54
32

2 − 7A =      。(2) A4 − 4A3 − 18A2 − 41A − 11I =      。（I = ） ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

【解答】(1)  (2) = − I I2
20
02

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
10   
0   1

【詳解】 

(1) A =  ⇒ A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
54
32 2 = =  

              ⇒ A

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
54
32

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
54
32

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
3728
2116

2 − 7A = = 2I 

(2)由A

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
20
02

54
32

7
3728
2116

2 − 7A = 2I ⇒ A2 − 7A − 2I = 0 
設A為x，本題可視為x2 − 7x − 2 = 0，求x4 − 4 x3 − 18x2 − 41x − 11 之值利用除法： 

1 − 4 − 18 − 41 − 11 1 − 7 − 2
1 − 7 − 2 1 + 3 + 5

3 − 16 − 41
3 − 21 − 6

5 − 35 − 11
5 − 35 − 10

− 1  

故所求為 − I =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
10   
0   1

19.A = ，若 6A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 301
024
001

− 1 = B，則矩陣B =     。 

【解答】  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

202
0312
006

【詳解】 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 100301
010024
001001

→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

101300
014020
001001

 

（第一列．(− 4)併入第二列，第一列併入第三列） 
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→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

3
10

3
1100

0
2
12010

001001
（第二列．(

2
1 )，第三列．(

3
1 )），使[A | I ]→[I | A− 1] 

∴ A− 1 =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

3
10

3
1

0
2
12

001
，B = 6A− 1 =  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

202
0312
006

20.A = ，P = ，若A

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

8.01.02.01.0
07.02.01.0
1.01.05.02.0
1.01.01.06.0

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1.0
2.0
4.0
3.0

2P = ，則d =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

d
c
b
a

     。 

【解答】0.276 
【詳解】 

AP = =  

A

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

8.01.02.01.0
07.02.01.0
1.01.05.02.0
1.01.01.06.0

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1.0
2.0
4.0
3.0

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

21.0
25.0
29.0
25.0

2P = A(AP) = =  

∴ a = 0.225，b = 0.241，c = 0.258，d = 0.276 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

8.01.02.01.0
07.02.01.0
1.01.05.02.0
1.01.01.06.0

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

21.0
25.0
29.0
25.0

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

276.0
258.0
241.0
225.0

21.I = 表二階單位方陣，A = ，P = ，則 

滿足 | A − λI | = 0 之λ =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 42

11
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
11
12

            ，又PAP − 1 =        。 

【解答】2 或 3；  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
30
02

【詳解】 

(1) A − λI =  

  | A − λI | = 0 ⇔ (1 − λ)(4 − λ) + 2 = 0 ⇔ λ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
λ

λ
42

11

2 − 5λ + 6 = 0 ⇔ λ = 2 或 3 

(2) P = ，知P⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
11
12  − 1 =  

   PAP 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
21
11

− 1 = = =  

∴ PAP 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
11
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 42

11
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
21
11

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
11
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
62
32

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
30
02

− 1 =  

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
30
02
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22.設A = ，a，b，c，d ∈ {0，1，2，3，4}，若A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
dc
ba  − 1存在，則此種A共有     個。 

【解答】512 
【詳解】 

A = ，a，b，c，d = 0，1，2，3，4，A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
dc
ba  − 1存在 ⇒ det A =

dc
ba

 ≠ 0 

考慮det A = 0 之情形 
(1)四個 0 ⇒ 1 個 

(2)三個 0 ⇒ ，x可為 1，2，3，4 ⇒ 再考慮位置，共有 4 × 4 = 16 個 

(3)二個 0 ⇒ ，x可為 1，2，3，4 ⇒ 再考慮位置，共有 16 × 4 = 64 個 

(4)沒有 0   
  四同 ⇒ 共有 4 個 

  二同二同 ⇒ ，a，b = 1，2，3，4，再考慮位置，共有 × 4 = 24 個 

  二同二異 ⇒ ， ，

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
x0
00

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
x
x

0
0

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
bb
aa 4

2C

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
42
21 4 2

2 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 1
4 2
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，
2 4
1 2
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，共有 4 個 

∴ det A = 0 的共有 113 個 ⇒ det A ≠ 0 的共有 54 − 113 = 625 − 113 = 512 個 

23.I2 = ，A = ，滿足A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 11

01 2 + αA + I2 = O之實數α =     。（O表二階零矩

陣） 
【解答】− 2 
【詳解】 

A2 = =  

使A

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 11

01
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 11

01
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 12

01

2 = = 2 − = 2A − I⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 12

01
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 11

01
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

2 

∴ A2 + (− 2)A + I2 = O，α = − 2 

24.A = ，若A + A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
10
11 2 + A3 + … + A20 = ，則實數b =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
dc
ba

     。 

【解答】− 210 
【詳解】找規則 

A = ，A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
10
11 2 = ，A⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
10
21 3 = ，A⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
10
31 4 = ，… 

∴ b = − (1 + 2 + 3 + … + 20) = − 210 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
10
41

25.A = ，B = ，則(A + B)(A − B) − (A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
20
11

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
21
01 2 − B2 ) =     。 

【解答】  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 11

11

【詳解】 
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AB = =  

BA = =  

則(A + B)(A − B) − (A

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
20
11

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
21
01

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
42
20

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
21
01

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
20
11

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
31
11

2 − B2 ) = (A2 + BA − AB − B2 ) − A2 + B2 

                        = BA − AB = − =  

∴ (A + B)(A − B) − (A

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
31
11

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
42
20

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 11

11

2 − B2 ) =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 11

11

26.設A = ，n ∈ N，若A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°−
°°

75sin75cos
75cos75sin   n = I = ，則n之最小值= ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

     。 

【解答】24 
【詳解】整理成旋轉矩陣 

A = ⇒ A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°−
°°

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°−
°°

15cos15sin
15sin5cos1   

75sin75cos
75cos75sin   2 =  

………………………………….，得A

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°−
°°

30cos30sin
30sincos30   

n =  

⇒ 欲A

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×°×°−
×°×°

)15cos()15sin(
)15sin()15cos(

nn
nn

n = I ⇒ 15° × n = 360° × k，k ∈ N ⇒ n = 24k，k ∈ N ∴ n之最小值 = 24 

27.A =
2

1
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 11

11
，A + A2 + A3 + A4 = ，則b − d =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
dc
ba

     。 

【解答】2 + 2  

A =
cos sin

4 4

sin cos
4 4

π π⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

π π⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

時，A2 =

2 2cos sin
4 4

2 2sin cos
4 4

π π⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

π π⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

 

A3 =

3 3cos sin
4

3 3sin cos
4 4

π π⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

π π⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

4 ，A4 =
cos sin
sin cos

π π⎡ ⎤
⎢ ⎥− π π⎣ ⎦

 

此時θ = 45°，b = sin
4
π  + sin 2

4
π  + sin 3

4
π  + sinπ  及 

            d = cos
4
π  + cos 2

4
π  + cos 3

4
π  + cosπ  

∴ b =
2
2 + 1 +

2
2 + 0 = 2 + 1，d =

2
2 + 0 −

2
2 − 1 = − 1，故b − d = 2 + 2  

28.Mt = ，M⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− 13
1

tt
t

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++ 133
21

tt t有反方陣的條件為        ，又當Mt ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x
= ，

其中t = 0，a = 0，b = − 1 時，數對(x，y) =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a

       。 

【解答】t ≠ − 3，1，5，(
15
1

，
15

1− ) 

【詳解】 
(1) | AB | = | A | | B | 
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   Mt有反方陣時，
13

1
+− tt

t
≠ 0 且

133
21
++ tt

≠ 0 

   得t2 + 2t − 3 ≠ 0 且t − 5 ≠ 0 ∴ t ≠ − 3，1，5 

(2) M0 = = ，知M⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
13
10

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
13
21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
76
13

0
 − 1 =

15
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
36
17

 

   M0 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x
=  ⇔ = M⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

0
 − 1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a

=
15
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
36
17

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−1
0

=
15
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 3
1

 

∴ x =
15
1

，y =
5
1−

，(x，y) = (
15
1

，
5
1− ) 

29.設方陣B = ，則B
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
−

4  
4  
1

3
3
1   

3
4
0

2 =               ，B − 1 =              ，若

BX = ，則X = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3
2
1

          。 

【解答】 ， ，  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
0
0

0
1
0

0
0
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
−

4  
4  
1

3
3
1   

3
4
0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

9 
10

1

【詳解】 

B2 = = ，所以B
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
−

4  
4  
1

3
3
1   

3
4
0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
−

4  
4  
1

3
3
1   

3
4
0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
0
0

0
1
0

0
0
1

 − 1 =  

BX = 時，X = B

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
−

4  
4  
1

3
3
1   

3
4
0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3
2
1

 − 1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3
2
1

= =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
−

4  
4  
1

3
3
1   

3
4
0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3
2
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

9 
10

1

30.設A = ，I⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 1   

1
1
1   

2 = ，則A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

0
1 2 =          ，A3 =          ， 

(I2 + A)3 =        。 

【解答】 ， ，  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 2   

2
2
2   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 4   

4
4
4   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 14   

13
13
14   

【詳解】 

A2 = = ， 

A

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 1   

1
1
1   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 1   

1
1
1   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 2   

2
2
2   

3 = A2A = 2 = 2 =  

因為I

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 1   

1
1
1   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 1   

1
1
1   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 2   

2
2
2   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 4   

4
4
4   

2A = AI2 = A 
(I2 + A)3 = I2

3 + 3I2
2A + 3I2A2 + A3  

       =  + 3  + 3  +  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

0
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 1   

1
1
1   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 2   

2
2
2   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 4   

4
4
4   
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      =  +  +  +  

      = =  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

0
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 3   

3
3
3   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 6   

6
6
6   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 4   

4
4
4   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++
−−−

−−−
+++

4631
4630

4630
4631

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− 14   

13
13
14   

31.設A = ，B = ，則(1) AB = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 213

2   21

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

11   3
42   0
311

     。 (2) BAt =      。 

【解答】(1)  (2)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 1133

1357

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

87
612
45

【詳解】 

A = ，B =  

(1) AB = =  

(2) BA

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 2

2   
1
2

3
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

11   3
42   0
311

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 2

2   
1
2

3
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

11   3
42   0
311

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 11

13
3
5   

3
7   

t = =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

11   3
42   0
311

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 2
1   
3   

2
2
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

87
612
45

32.設A = ，B = ，若AB = BA，則k = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
93
2k

     。 

【解答】6 
【詳解】 

A = ，B = ，由 AB = BA，  =  

⇒ =  ⇒  ⇒ k = 6 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
93
2k

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
93
2k

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
93
2k

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

42123
206

k
k

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ++
4230

826 kk

⎩
⎨
⎧

=+
=+

30123
2082

k
k

34.若 = ，則(x，y) = 
4

1
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y

x
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

78   
47

     。 

【解答】(1，− 2) 
【詳解】 

設A = = + = I + B，其中B =  

此時，B

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1

1
y

x
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0

0
y

x
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0

0
y

x

2 = = = xyI 

A

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0

0
y

x
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0

0
y

x
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
xy

xy
0

0

2 = (I + B)2 = I + 2B + B2 = (1 + xy)I + 2B 

A4 = (1 + xy)2I + 4(1 + xy)B + 4xyI = (1 + 6xy + x2y2)I + 4(1 + xy)B =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

78   
47
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⇒  ⇒ (x，y) = (1，− 2) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
−=+

−=++

8)1(4
4)1(4

761 22

xyy
xyx

yxxy

35.若A = 且A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
θθ
θθ

cossin
sincos 6 = I，且 0 < θ <

2
π

，則θ =     。 

【解答】
3
π  

【詳解】 

A = 時，A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
θθ
θθ

cossin
sincos 6 = =  

因此 且 0 < θ <

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
θθ
θθ

6cos6sin
6sin6cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

⎩
⎨
⎧

=
=

06sin
16cos

θ
θ

2
π

，此時 6θ = 2π，即θ =
3
π  

36.旋轉矩陣R = ，0 < θ < 2π，M = ，若R⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− θ

θ
θ
θ

cos
sin

sin
cos   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

0
4 3 = I2，則θ的最小值=    ，

此時(RMR − 1)3 =      。 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4
193  

4
363

4
363

4
67  

【解答】
3

2π
，  

【詳解】 

R3 = = =  

 ，0 < θ < 2π ，

3

cos
sin

sin
cos   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− θ

θ
θ
θ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− θ

θ
θ
θ

3cos
3sin

sin3
3cos   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

0
1

⎩
⎨
⎧

=
=

03sin
13cos

θ
θ

0 3 6⇒ < θ < π 3 2 , 4θ = π π，則θ的最小角
3

2π  

(RMR − 1)3 = (RMR − 1)(RMR − 1)(RMR − 1) 
        = RMR − 1RMR − 1RMR − 1 

        = RMMMR − 1 = RM 3R − 1，（M 3 = = ） 

=

3

1
0

0
4

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

0  
64

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
3

2cos

3
2sin

3
2sin

3
2cos   

π

π

π

π

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

0  
64

1

3
2cos

3
2sin

3
2sin

3
2cos   

－

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
π

π

π

π

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

2
1

2
3

2
3

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

0  
64

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

2
1   

2
3

2
3

2
1

 

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

2
1

2
3

2
3

2
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

2
1   

332

2
3  

32
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4
193  

4
363

4
363

4
67  

 

37.A = ， 

(1)若A

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

1111
1111
1111
1111

3 = α A，則α =                 ， 
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(2)又I表四階單位方陣，而(I +
2
1 A)6 = βI + γ A時，數對(β，γ ) =     。 

【解答】4，(32，16) 
【詳解】 

(1) A = ，單位方陣I =  

A

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

1111
1111
1111
1111

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1000
0100
0010
0001

2 = 4I 
A3 = A2A = 4IA = 4A，A4 = A2A2 = 16I 
A5 = A4A = 16A，A6 =A3A3 = 4A．4A = 16A2 = 64I 
∴ A3 = α A時，α = 4 

(2) (I +
2
1 A)6 

= I + 6(
2
1 A) + 15(

2
1 A)2 + 20(

2
1 A)3 + 15(

2
1 A)4 + 6(

2
1 A)5 + (

2
1 A)6 

= I + 3A +
4

15
．4I +

2
5

．4A +
16
15

．16I +
16
3

．16A +
64
1

．64I 

= (1 + 15 + 15 + 1)I + (3 + 10 + 3)A = 32I + 16A 
∴ (β，γ ) = (32，16) 

38.A = ，若A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
110
111

79 = (aij)，則a13 =     。 

【解答】3160 
【詳解】 

A = ，知A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
110
111

2 = ，A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
210
321

3 = ，A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
310
631

4 = ，… 

其中n = 2，3，4，…時，A

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
410

1041

n之a13 = 3，6，10，… 
而 3 = 1 + 2，6 = 1 + 2 + 3，10 = 1 + 2 + 3 + 4，… 

故當n = 79 時，a13 = 1 + 2 + 3 + … + 79 =
2
1

．79．80 = 3160 

39.A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
1

4
1

0
2
1

，則A3 =     ，又An = 時，實數y =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
zy

x 0
     （以n表示）。 

【解答】
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

8
1

16
3

0
8
1

， 12 +n
n  

【詳解】 
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A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
1

4
1

0
2
1

，A2 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
1

4
1

0
2
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
1

4
1

0
2
1

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4
1

8
2

0
4
1

 

A3 =A2A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4
1

8
2

0
4
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
1

4
1

0
2
1

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

8
1

16
3

0
8
1

 

A4 =A3A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

8
1

16
3

0
8
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
1

4
1

0
2
1

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

16
1

32
4

0
16
1

，同理A5 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

32
1

64
5

0
32
1

，… 

An =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+ nn

n

n
2
1

2

0
2
1

1

 ∴ y = 12 +n
n  

40.Γ：| x | + 2 | y | = 2，Γ 上任一點(a，b)使(2a − b + 1，a + b + 2)形成圖形Γ ′，則Γ ′所圍面

積為     。 
【解答】12 
【詳解】 

Γ 上任一點(a，b)移到Γ ′上之點(a′，b′)滿足 a′ = 2a − b + 1 及 b′ = a + b + 2 

此即 =  

將Γ 的四頂點(a，b) A(2，0)，A′(− 2，0)，B(0，1)，B′(0，− 1) 
移至Γ ′的四頂點(a′，b′) P(5，4)，P′(− 3，0)，Q(0，3)與 Q′(2，1) 

□ABA′B′的面積為 4，

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−′
−′

2
1

b
a

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
11
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a

⇒
⇒

2 1
1 1

−
= 3，□PQP′Q′的面積為 4．3 = 12 

（其中 = (− 5，− 1)， = (− 3，− 3)，□PQP′Q′的面積為
\____

PQ
\____

QP ′
33
15

−−
−−

= 12） 

41.設O(0，0)，A(4，2)為平面上兩點 
(1)若△AOB為正三角形且B在第一象限內，則B的坐標為       。 
(2)若OABC為矩形，點C在第二象限內，且OC = 2OA，則頂點C的坐標為       。 

【解答】(1) (2 − 3 ，2 3 + 1) (2) ( − 4，8) 
【詳解】 

(1)∠AOB = 60°，點 B 為 A 經過 60°旋轉變換後的位置，設 B(x′，y′)，則 

= =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

cos60    60sin
60sin60cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
4

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

2
1

2
3

2
3

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
4

 =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

−

132

32
 

∴ B(2 − 3 ，2 3 + 1) 
(2)點 A 經過 90°旋轉後的位置為 A′(x，y)時 

= = =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

cos90    90sin
90sin90cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
4

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
01
10

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
4

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
4   
2
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A′再經伸縮 2 倍的位置為 C，則 C 的坐標為( − 4，8) 

42.設直線L在方陣 的推移變換下，得一新直線L′，若L之方程式為 4x + 3y − 5 = 0，則

L′之方程式為

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
21

     。 
【解答】4x − 5y − 5 = 0 
【詳解】 

 ⇒ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
yx

y
x

y
x 2

10
21

⎩
⎨
⎧

=′
+=′

yy
yxx 2

 ⇒ 
⎩
⎨
⎧

′=

′−′=
yy

yxx 2
代入 4x + 3y − 5 = 0 

⇒ 4(x′ − 2y′ ) + 3y′ − 5 = 0 ⇒ 4x′ − 5y′ − 5 = 0，即 L′之方程式為 4x − 5y − 5 = 0 
43.平面上有一定點P，作下列各種變換後得另一點P′(5，2)，試分別求變換前，此定點P的

坐標。 
(1)平移向量 v = (2，1)：       。 

(2)以原點為中心，旋轉tan−1

2
3

：        。 

(3)對直線 4x − 3y = 0 作鏡射：          。 

(4)以原點為中心，縮短為
3
2

倍：        。 

(5)沿y軸方向推移x坐標的 2 倍：      。 

13
11

13
16 −

， ) (3) (
25

134
25
13

， ) (4) ( 3
2

15
， ) (5) ( 5，− 8 ) 【解答】(1) (3，1) (2) (

【詳解】 

(1) = +  ⇒ = − =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
2 2

1
x
y
′ −⎡ ⎤

⎢ ⎥′ −⎣ ⎦
=

5 2
2 1
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−⎣ ⎦
= ，即P ( 3，1 ) 

(2) θ = tan

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
3

−1

2
3

 ⇒ 
13
3sin

13
2cos == θθ ，　  

 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
5

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

13
2

13
3

13
3

13
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

 ⇒ 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

13
11
13

16

2
5

13
2

13
3

13
3

13
2

y
x

，即P( 
13
11

13
16 −

，  ) 

(3)直線 4x − 3y = 0 之方向角(斜角)θ ⇒ tanθ =
3
4

，0 < θ <
2
π  

                                 ⇒ cosθ =
5
3
，sinθ =

5
4

 ⇒cos2θ =
25

7−
，sin2θ =

25
24  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

=  ⇒ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− θθ

θθ
2cos2sin
2sin2cos

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

y
x

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

25
134
25
13

2
5

25
7

25
24

25
24

25
7

y
x

，即P(
25
13

，
25

134 ) 

(4) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3
20

0
3
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

 ⇒ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
30

0
2
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
5

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

3
2

15
，即P( 3

2
15

，  ) 

(5) =  ⇒ = = ，即P(5，− 8) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
12
01

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 12

01
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
5

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−8
5

第 15 頁 



44.平面上有一橢圓Γ：4x2 + y2 = 4，將Γ 作下列各變換後，得一新曲線Γ ′，試分別求Γ ′之
方程式。 
(1)平移向量 v = (1，1)：     。 
(2)以原點為中心，旋轉 45°：     。 
(3)對直線x + y = 0 作鏡射：     。 
(4)以原點為中心，x坐標伸長為 2 倍，y坐標伸長為 3 倍：     。 
(5)沿x軸方向推移y坐標的 2 倍，沿y軸方向推移x坐標的 3 倍：     。 

【解答】(1) 4(x − 1)2 + (y − 1)2 = 4 (2) 5x2 + 6xy + 5y2 = 8 (3) x2 + 4y2 = 4 

      (4) 1
364

22

=+
yx

 (5) 13x2 − 22xy +17y2 = 100 

【詳解】 

(1)設Γ ′上之動點P′ (x′，y′)⇒ = +  ⇒ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−′
−′

1
1

y
x

 

以x = x′ − 1，y = y′ − 1 代入Γ：4x2 + y2 = 4 ⇒ 4(x′ − 1)2 + (y′ − 1)2 = 4 
即Γ ′之方程式為 4(x′ − 1)2 + (y′ − 1)2 = 4 

(2) =  ⇒ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

45cos45sin
45sin45cos

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
2

1
2

1
2

1
2

1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′+′−

′+′

2

2
yx

yx

代入Γ 

⇒ 4( 4)
2

()
2

22 =
′+′−

+
′+′ yxyx

 ⇒ 4(x′ + y′)2 + ( − x′ + y′)2 = 8 

⇒ 5x′2 + 6x′y′ + 5y′2 = 8，即Γ ′之方程式為 5x2 + 6xy + 5y2 = 8 
(3)直線x + y = 0 之斜角θ = 135° ⇒ cos2θ = 0，sin2θ = − 1 

⇒ =  ⇒ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
01
10

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

y
x

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
01
10

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′−

′−
x
y

 

代入Γ ⇒ 4(− y′)2 + (− x′)2 = 4 ⇒ x′2 + 4y′2 = 4，即Γ ′之方程式為x2 + 4y2 = 4 

(4) =  ⇒ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
30
02

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

y
x

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

y
x

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3
10

0
2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′

′

y

x

3
1
2
1

代入Γ 

⇒ 4(
2
1 x′)2 + (

3
1 y′)2 = 4 ⇒x′2 +

9

2y′ = 4 ⇒ 1
364

22

=
′

+
′ yx

，即Γ ′之方程式為 1
364

22

=+
yx   

(5) =  ⇒ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
13
21

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

y
x

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
13
21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

=
5

1
− ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
13
21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′−′

′+′−

5
3

5
2

yx

yx

代入Γ 

⇒ 4 4)
5

3()
5

2( 22 =
′−′

+
′+′− yxyx

 ⇒ 4 (− x′ + 2y′)2 + (3x′ − y′)2 = 100 

⇒ 13x′2 − 22x′y′ + 17y′2 = 100，即Γ ′之方程式為 13x2 − 22 xy + 17y2 = 100 
45.三點A(0，2)，B(1，0)，C(− 3，0)，□ABPQ與□ACRS均為矩形且 AQ = 2 AB ，AC = 2 AS ，

則Q的坐標為     ，S的坐標為     ，又 ． =
\____

CQ
\____

BS      。（如下圖） 
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【解答】(4，4)，(− 1，

2
7 )，0 

【詳解】 

旋轉矩陣 T(θ ) = ，T(90°) =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
θθ
θθ

cossin
sincos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
01
10

\____

AB = (1，− 2)， = (− 3，− 2) 

將

\____

AC
\____

AB 經 T(90°)變換，再伸縮 2 倍成為  

而將 經 T(− 90°)變換，再伸縮

\____

AQ
\____

AC
2
1

倍成為  

(1) = 2  ⇔ x = 4，y = 4 ∴ Q = (4，4) 

(2) =

\____

AS

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 2y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
01
10

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 2

1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 2y
x

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 01

10
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

2
3

 ⇔ x = − 1，y =
2
7

 ∴ S = (− 1，
2
7 ) 

(3) = (7，4)， = (− 2，
\____

CQ
\____

BS
2
7 )， ． = 7(− 2) + 4．

\____

CQ
\____

BS
2
7 = 0，此時CQ⊥ BS  

 
46.在坐標平面上，A(x，y)沿著x軸推移y坐標之 3 倍後，再以原點為中心旋轉 60°得點A′(x′，

y′)，若Γ 上每一點經上述變換方式後得圖形Γ ′：y2 = 4x，求得Γ 之方程式( 3 x + 3 3 y + 
y)2 = ax + by，則 3a − b =       。 

【解答】8 3  
【詳解】 

= =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

60cos60sin
60sin60cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
31

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

2
1

2
3

2
3

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
31

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

 

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++

−+

2
)133(3

2
)33(

yx

yx

 

Γ ′：y2 = 4x，Γ ′之每一點(x′，y′)滿足y′2 = 4x′ 
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⇒ [
2

)133(3 yx ++ ]2 = 4．
2
1 [x + (3 − 3 )y] 

⇒ Γ：( 3 x + 3 3 y + y)2 = 8x + 8(3 − 3 )y 
3a − b = 3 × 8 − 8(3 − 3 ) = 8 3  

 
47.Γ：| x | + 2 | y | = 2，先將Γ 右移 1 單位和上移 1 單位後，再經矩陣A作一平面變換變成Γ 

′，其中A = ，若Γ 的中心為P點，P經平面變換後變成Γ ′的中心點P′，則P′的坐

標為

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
11
12

     ，Γ ′的表示式為     。 
【解答】(1，2)，| x + y − 3 | + 2 | x − 2y + 3 | = 6 
【詳解】 

Γ 上任一點(a，b)移到Γ ′上之點(a′，b′)滿足 

=  

使 = − =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

b
a

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
11
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

1
1

b
a

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a 1

11
12 −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

b
a

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
1

3
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 21

11
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

b
a

−  

∴ a =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
1

3
1 (a′ + b′ − 3)，b =

3
1 (− a′ + 2b′ − 3) 

而由 | a | + 2 | b | = 2，知 | a′ + b′ − 3 | + 2 | − a′ + 2b′ − 3 | = 6 
即Γ ′：| x + y − 3 | + 2 | − x + 2y − 3 | = 6 

Γ 的中心(0，0)，由 = 得Γ ′的中心(1，2) 

而二直線 x + y − 3 = 0 與 − x + 2y − 3 = 0 的交點為Γ ′的中心(1，2) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
11
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

10
10

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
1

48.設平面上有三點A ( − 2，a )，B ( 2，0 )，C ( b，c )，a，b，c > 0，若 AB = 5， AC = 2，

∠BAC = 60°，則a + b + c =     。 

【解答】
5

3721+  

【詳解】 
如圖 

 
AB = 5，a > 0 ⇒ a = 3，即 A(− 2，3)平移至以 A 為新原點，以 A 為中心，將 B 點旋

轉 60°再縮短為 AB 的
5
2

倍而得 C 點，設 C (b，c) 
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⇒ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+

3
2

c
b

5
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

60cos60sin
60sin60cos

　　　

　　
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 3

4
=

5
2

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

2
1

2
3

2
3

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 3

4
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+

5
334

5
334

 

⇒ (b，c) = (
5

336 +−
，

5
1234 + ) 

∴ a + b + c = 3 +
5

336 +−
+

5
1234 +

=
5

3721+  

49.對直線L： 3 x + y = 0 鏡射，點P(5，4)經過變換後的點的坐標為        。 

【解答】(
2

345 −−
，

2
435 +− ) 

【詳解】 

 
直線 L： 3 x + y = 0 是有向角 120°的終邊所在的直線，令

2
θ
= 120°，則 θ = 240° 

P(5，4) 以 L 為鏡射軸，變換後的位置為 Q(x′，y′) 

則 = =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°−°
°°

cos240240sin
240sin   240cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
5

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

2
1

2
3

2
3

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
5

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

−−

2
435

2
345

 

50.橢圓
16

2x
+

25

2y
= 1 對直線y = x鏡射所得的圖形的方程式為        。 

【解答】
25

2x
+

16

2y  = 1 

【詳解】 
設P(a，b)以直線y = x為鏡射軸後的鏡射點Q(x0，y0) 

則x0 = b且y0 = a，因此，當點P在橢圓
16

2x
+

25

2y
= 1 時，

16

2a
+

25

2b
= 1，可得

16

2
0y
+

25

2
0x
= 1，

即鏡射所得的圖形為
25

2x
+

16

2y
= 1 

51.在平面上，若點P(1，2)平移 = (3，2)後得點Q，Q再經過以原點為中心的旋轉 30°後得R，

則Q的坐標為

d
         ，R的坐標為              。 

【解答】(4，4)，(2 3 − 2，2 + 2 3 ) 
【詳解】 

點 P(1，2)經過平移 d  = (3，2)的變換得 Q，Q 的坐標為(1 + 3，2 + 2) = (4，4) 
Q 經過 30°旋轉後的位置為 R，R 的坐標為(x″，y″) 
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則 = =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′
′′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

cos30    30sin
30sin30cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
4

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

2
3

2
1

2
1

2
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
4

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

−

322

232
 

52.設O(0，0)，A(1，4)，且△OAB為等腰三角形，其中∠AOB = 45°，且∠A = 90°，而B在

第一象限內，則B的坐標為           ，又△AOB對y軸鏡射得△A′OB′，而A′為A
的鏡射點，B′為B的鏡射點，則A′的坐標為         。 

【解答】(5，3)，( − 1，4) 
【詳解】 

 
如上圖，∠AOB = 45°，∠A = 90°，所以點 B 為 A 旋轉 − 45°後再伸縮 2 倍 
因此 B 的坐標(x，y) 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

20
02

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°−°−
°−−°−

)45(cos    )45sin(
)45sin()45cos(

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
1

 

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

20
02

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
2
2

2
2

2
2

2
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
1

= = ，B(5，3) 

以 y 軸為鏡射軸，A 的鏡射點 A′，A′的坐標為( − 1，4) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 11

11
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
3
5

53.設A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
31
13

， n ∈ N，k ∈ R，k > 0，若An = kI，則n之最小值 =     ，此時k =     

。 
【解答】12，4096 
【詳解】 

A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
31

13
　　

　　
= 2

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

2
3

2
1

2
1

2
3

　　

　　
= 2  

表旋轉 30°後再伸長為 2 倍 

I = =  ⇒ n之最小值 = 12 ⇒ A

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

30cos30sin
30sin30cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

　　

　　
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

360cos360sin
360sin360cos 12 = 212．I ∴ k = 4096 

54.△ABC中，若A(2，1)，B(3，− 1)， 
(1)若△ABC為正三角形，則C點之坐標為     。（二解） 
(2)若△ABC為直角三角形，∠A = 90°， ACAB ： = 2：3，則C點之坐標為     。（二

解） 
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【解答】(1) ( )
2
3

2
325()

2
3

2
325

−
−+

，或，　  (2) (5，
2
5 )或(− 1，−

2
1 ) 

【詳解】 
(1)如下圖：此 C 點有二解 

 
由 A(2，1)，B(3，− 1)，可設 C(x，y) 
以 A 為中心，將 B 作 ± 60°之旋轉變換後可得二個 C 點之坐標 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

60cos60sin
60sin60cos

1
2

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−

11
23

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

2
1

2
3

2
3

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 2
1

 ⇒ (x，y) = (
2
3

2
325

，
+ ) 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°−°−
°−−°−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

)60cos()60sin(
)60sin()60cos(

1
2

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−

11
23

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
2
1

2
3

2
3

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 2
1

 

⇒ (x，y) = (
2
3

2
325

−
−

， ) 

(2)如下圖：此 C 點有二解 

 
A(2，1)，B(3，− 1)，可設 C(x，y) 

以 A 為中心，將 B 旋轉 ± 90°後再伸長為
2
3

倍，可得二個 C 點 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

1
2

y
x

2
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

90cos90sin
90sin90cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−

11
23

=
2
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
01
10

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 2
1

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

2
3
3

 

∴ (x，y) = (5，
2
5 ) 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

1
2

y
x

2
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°−°−
°−−°−
)90cos()90sin(
)90sin()90cos(

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−

11
23

=
2
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 01

10
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 2
1

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−

2
3
3
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∴ (x，y) = (− 1，−
2
1 ) 

55.二階方陣A將二點(2，0)與(1，1)分別變換為(4，2)與(1，2)，則A =     。 

【解答】  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
11
12

【詳解】 

由 A = 與 A = 知 A =  

又 =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
4

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
22
14

1

10
12 −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
20
11

 

A = = ．⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
22
14 1

10
12 −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
22
14

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
20
11
=

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
22
24

 

∴ A =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
11
12

56.圓C：x2 + y2 = 4 經矩陣A作一平面變換後得橢圓Γ：x2 + 4y2 = 4，即C上任一點(a，b)經矩

陣A移至Γ上之一點(a′，b′)滿足 = A ，此時可取A =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

b
a

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a

     。 

【解答】
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

2
10
01

 

【詳解】 
Γ上任一點(a′，b′)是由圓C上一點(a，b)經A變換而得 

而a2 + b2 = 4 ⇔ a2 + (
2
b )2．4 = 4 ⇔ a′ = a，b′ =

2
1 b 

∴ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

b
a

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

2
10
01

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a

，即A =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

2
10
01

 

 
57.空間中三階方陣A將三點(0，1，0)，(0，0，1)，(1，1，1)分別變換為三點(1，− 2，2)，

(2，− 1，− 2)，(5，− 1，1)，則A =     ，又點(1，0，0)經矩陣A變換為點     。 

【解答】 ，(2，2，1) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

221
122
212

【詳解】 
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A = ，易知 =  

得 A = = =  

又 A = ，點(1，0，0)經 A 變換為(2，2，1) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

110
101
100

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

122
112
521 1

110
101
100 −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

001
101
011

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

122
112
521 1

110
101
100 −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

122
112
521

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

001
101
011

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

221
122
212

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
0
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
2
2
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