
高雄市明誠中學 高三數學平時測驗    日期：95.03.04 
班級 普三     班範 

圍 
Book5  3-2 轉軸 

座號  

姓

名

 

一、選擇題(每題 10 分) 

1. 將坐標軸旋轉角θ = cos−1

5
3

，若Q(r，s)的新坐標為(2，−1)，則Q點的原坐標為(r，s) = 

(A)(
5
2

，−
5

11 ) (B)(−
5
2

，
5

11 ) (C)(2，1) (D)(2，− 1) (E)(− 2，1) 

【解答】(C) 
【詳解】 

∵ θ = cos−1

5
3

 ∴ cosθ =
5
3

 ⇒ sinθ =
5
4  

∵ Q點的原坐標為(r，s) ∴ 
⎩
⎨
⎧

′+′=

′−′=
θθ
θθ

cossin
sincos

yxs
yxr

 

r s

2
5
3

5
4

− 1
5
4

−
5
3

  

 ⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+=

=−−=

1
5
3)1(

5
42

2
5
4)1(

5
32

．

．

s

r
，故(r，s) = (2，1)，選(C) 

 

2. 二次曲線x2 + 2 3 xy + 3y2 − 2(6 + 3 )x + 2(1 − 6 3 )y + 20 = 0 經坐標軸旋轉角
3
π

後的新

方程式為(A)x′2 + y′2 − x′ − 5 = 0  (B)x′2 + y′2 − 6x′ + 5 = 0  (C)x′2 − 6x′ + y′ + 5 = 0 

(D)y′2 − 6y′ + x′ + 5 = 0  (E)x′2 − x′ + 6y′ + 5 = 0 
【解答】(C) 
【詳解】 

Γ：x2 + 2 3 xy + 3y2 − 2(6 + 3 )x + 2(1 − 6 3 )y + 20 = 0 

坐標軸旋軸θ =
3
π

，由新舊坐標的關係 

 x y 
x′ cosθ sinθ 

y′ − sinθ cosθ  

 

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=′+′=′+′=

′−′=′−′=′−′=

)3(
2
1

2
1

2
3

3
cos

3
sin

)3(
2
1

2
3

2
1

3
sin

3
cos

yxyxyxy

yxyxyxx

ππ

ππ

 

代入Γ 的原方程式得
4
1 (x′ − 3 y′)2 + 2 3．

2
1 (x′ − 3 y′)．

2
1 ( 3 x′ + y′)+ 3．

4
1 ( 3 x′ + y′)2 

− 2(6 + 3 )
2
1 (x′ − 3 y′)+ 2(1 − 6 3 )．

2
1 ( 3 x′ + y′) + 20 = 0 

化簡整理得 4x′2 − 24x′ + 4y′ + 20 = 0，即x′2 − 6x′ + y′ + 5 = 0 為Γ 的新方程式 
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3. 旋轉坐標軸，使方程式 4x2 − 4xy + y2 − 45 = 0 的新方程式不具xy項，則旋轉的正銳角θ 為 

(1) tan−1

4
3

 (2) tan−1

3
4

 (3) tan−12 (4) tan−1

2
1  

【解答】(3) 
【詳解】 

cot2θ = 4 1
4

A C
B
− −

= =
−

= −
4
3

，cos2θ = −
5
3

，cosθ =
2

2cos1 θ+
=

5
1

，得tanθ = 2，θ = tan−12 

 

4. 將坐標軸旋轉角
4
π

，則點 P(4，2)之新坐標為 

(A)(2，4) (B)( 2 ，2 2 ) (C)(2 2 ，2) (D)( 2 ，3 2 ) (E)(3 2 ，− 2 ) 
【解答】(E) 

【詳解】坐標軸旋轉角θ =
4
π  

x y
x′ cosθ sinθ
y′ − sinθ cosθ

 

設 P(4，2)之新坐標為(x′，y′)，則 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=+−=+−=+−=′

=+=+=+=′

2
2
22

2
24

4
cos2

4
sin4cossin

23
2
22

2
24

4
sin2

4
cos4sincos

．．

．．

ππθθ

ππθ

yxy

yxx
 

∴ P 點的新坐標為(3 2 ，− 2 )，故選(E) 
 

二、填充題(每題 10 分) 
1. 設二次曲線Γ：3x2 − 3xy − y2 = 5，將坐標旋轉一角θ = tan−13，得Γ 對新坐標系的方程式

為  ______________   。 
【解答】7y′2 − 3x′2 = 10 
【詳解】 

Γ：3x2 − 3xy − y2 = 5 

∵ θ = tan−13 ∴ tanθ = 3 ⇒ sinθ =
10
3

，cosθ =
10
1  

∴ 旋轉角θ 的旋轉公式 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=′+′=

′−′=′−′=

)3(
10
1cossin

)3(
10
1sincos

yxyxy

yxyxx

θθ

θθ
代入原方程式 

得 3．
10
1 (x′ − 3y′)2 − 3．

10
1 (x′ − 3y′) (3x′ + y′) −

10
1 (3x′ + y′)2 = 5 

⇒ 3(x′2 − 6x′y′ + 9y′2) − 3(3x′2 − 8x′y′ − 3y′2) − (9x′2 + 6x′y′ + y′2) − 50 = 0 
新方程式為 − 3x′2 + 7y′2 = 10 
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2. θ = cos−1

5
4

，將原坐標系S旋轉θ 得到新坐標系S ′， 

(1)(0，2)S = (a，b)S ′時，a =      。 
(2)(2，1) S ′ = (c，d)S時，d =      。 

【解答】(1)
5
6

 (2) 2 

【詳解】 
由(x，y)S = (x′，y′)S ′  

⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=

′−′=

)43(
5
1

)34(
5
1

yxy

yxx
 ⇔ 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=′

+=′

)43(
5
1

)34(
5
1

yxy

yxx
 

(1)a =
5
1 (4．0 + 3．2) =

5
6

，b =
5
1 (− 3．0 + 4．2) =

5
8     得(0，2)S = (

5
6

，
5
8 )S ′ 

(2)c =
5
1 (4．2 − 3．1) = 1，d =

5
1 (3．2 + 4．1) = 2，得(2，1)S ′ = (1，2)S 

 
3.θ = cos−1

10
3

，將原坐標系S旋轉θ 得到新坐標系S ′，若Γ 的原方程式為 13x2 − 18xy + 37y2 

= 40，則Γ 的新方程式為     ，又在S中Γ 的位於第一象限內的頂點坐標為     

。 

【解答】x′2 + 4y′2 = 4，(
10
6

，
10
2 ) 

【詳解】 
由(x，y)S = (x′，y′)S ′  

⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=

′−′=

)3(
10
1

)3(
10
1

yxy

yxx
 ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=′

+=′

)3(
10
1

)3(
10
1

yxy

yxx
 

13x2 − 18xy + 37y2 = 40⇔ 
10
13 (3x′ − y′)2 −

10
18 (3x′ − y′) (x′ + 3y′) +

10
37 (x′ + 3y′)2 = 40  

⇔ (117 − 54 + 37)x′2 + (− 78 − 144 + 222)x′y′ + (13 + 54 + 333)y′2 = 400  
⇔ x′2 + 4y′2 = 4 
 (2)(2，0)S ′ = (a，b)S時 

a =
10
1 (3．2 − 0) =

10
6

，b =
10
1 (2 + 3．0) =

10
2  

∴ 在S中Γ 之位於第一象限內的頂點為(
10
6

，
10
2 ) 
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4. 在原坐標系S中四點A(3，4)，B(− 4，3)，C(− 3，− 4)與D(4，− 3)為四邊形Γ 的頂點，將

S旋轉θ 得到新坐標系S ′，若Γ 對於S ′的新方程式為| x′ | + | y′ | = 5，則角度θ =      

，在S中，Γ 的原方程式為     。 

【解答】cos−1

5
3

，| 3x + 4y | + | − 4x + 3y | = 25 

【詳解】 

令θ = cos−1

5
3

，原坐標系S旋轉θ 得到新坐標S ′ 

(x，y)S = (x′，y′)S ′  

⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=

′−′=

)34(
5
1

)43(
5
1

yxy

yxx
 ⇔ 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=′

+=′

)34(
5
1

)43(
5
1

yxy

yxx
 

得| x′ | + | y′ | = 5 ⇔ 
5
1 | 3x + 4y | +

5
1 | − 4x + 3y | = 5  

⇔ | 3x + 4y | + | − 4x + 3y | = 25 

∴ 在S中，Γ：| 3x + 4y| + | − 4x + 3y | = 25，而θ = cos−1

5
3  

 
5. 設平面上有三個坐標系S，S ′、S ″，已知S平移(3，2)得到S ′，S ′旋轉 30°得到S ″，則點

P(1，2)對坐標系S ′的坐標為     ，點P對坐標系S ″的坐標為     ，設點Q
對坐標系S ″的坐標為(x，y)，則點Q對坐標系S的坐標為     。 

【解答】(− 2，0)，(− 3 ，1)，(3 +
2

3 yx −
，2 +

2
3yx + ) 

【詳解】 
(1)點P(1，2)對S ′坐標系的坐標為(1 − 3，2 − 2) = (− 2，0) 
令P ′(− 2，0)，而P ′(− 2，0)對S ″坐標系的坐標P″(x0，y0) 

此時 ，亦即
⎩
⎨
⎧

°+°=
°−°=−

30cos30sin0
30sin30cos2

00

00

yx
yx

⎩
⎨
⎧

=+
−=−
03

43

00

00

yx
yx

，x0 = − 3 ，y0 = 1， 

所以P對S ″的坐標為(− 3 ，1) 
(2)當Q對S ″的坐標(x，y)，而對S ′的坐標為Q ′(x′，y′)時 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=°+°=′

−=°−°=′

yxyxy

yxyxx

2
3

2
130cos30sin

2
1

2
330sin30cos
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而Q ′對S的坐標為(x0，y0)時，

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++=+′=

−+=+′=

yxyy

yxxx

2
3

2
122

2
1

2
333

0

0
 

 
6. 繞原點轉軸，旋轉一個正銳角θ 後，曲線Γ：8x2 + 4xy + 5y2 = 36 的新方程式為ax′2 + cy′2 

= f，則(1)(cosθ，sinθ ) =      。 (2)序組(a，c，f ) =      。 

【解答】(1)(
5

2
，

5
1 ) (2)(9，4，36) 

【詳解】 
Γ：8x2 + 4xy + 5y2 = 36 

(1)∵ cot2θ =
4

58− =
4
3

 ∴ cos2θ =
5
3  

⇒ cosθ =
2

2cos1 θ+
=

2
5
31+
=

5
2

，sinθ =
2

2cos1 θ−
=

2
5
31−
=

5
1  

(2)旋轉公式 x y
x′ cosθ sinθ
y′ − sinθ cosθ

 

⇒ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=′+′=′+′=

′−′=′−′=′−′=

)2(
5

1
5

2
5

1cossin

)2(
5

1
5

1
5

2sincos

yxyxyxy

yxyxyxx

θθ

θθ
 

代入Γ 原方程式得 

8 [
5

1 (2x′ − y′)]2 + 4．
5

1 (2x′ − y′)．
5

1 (x′ + 2y′) + 5 [
5

1 (x′ + 2y′)]2 = 36 

⇒ 
5
8 (4x′2 − 4x′y′ + y′2) +

5
4 (2x′2 + 3x′y′ − 2y′2) + (x′2 + 4x′y′ + 4y′2) = 36 

整理得 9x′2 + 4y′2 = 36，新方程式為ax′2 + cy′2 = f ∴ a = 9，c = 4，f = 36 
 

7. 將坐標軸旋轉一角θ = cos−1

5
3

，則點Q(− 13，26)對於新坐標系的坐標為     。 

【解答】(−
5

143
，

5
26 ) 

【詳解】 

∵ θ = cos−1

5
3

 ∴ cosθ =
5
3

 ⇒ sinθ =
5
4  

設Q(− 13，26)之新坐標為(x，y) 

則

x y

− 13
5
3

5
4

26
5
4

−
5
3

⇒ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=×+×−=

−=−×+×−=

5
26

5
326

5
4)13(

5
143)

5
4(26

5
3)13(

y

x
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∴ Q點之新坐標為(−
5

143
，

5
26 ) 

 
8. 欲使方程式 2x2 + 3 xy + y2 + 3x − 4y − 2 = 0 經坐標軸旋轉一銳角θ 後，可使方程式消去

xy項，則θ =      。 

【解答】
6
π  

【詳解】 

∵ cot2θ =
B

CA− =
3
12−
=

3
1

 ∴ 2θ =
3
π

 ⇒ θ =
6
π  

 

9. 設Γ 為以原點O(0，0)為頂點，F(1，2)為焦點之拋物線，將原坐標系S旋轉cos−1

5
1

得到

新坐標系S ′，則F對新坐標系S ′的坐標為     ，Γ 對新坐標系S ′的新方程式為         

，Γ 為原坐標系S的方程式為           。 
【解答】( 5 ，0)，y′2 = 4 5 x′，4x2 − 4xy + y2 − 20x − 40y = 0 
【詳解】 

θ = cos−1

5
1

，原坐標系S旋轉θ 得到新坐標系S ′ 

(x，y)S = (x′，y′)S ′ ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=

′−′=

)2(
5

1

)2(
5

1

yxy

yxx
 ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=′

+=′

)2(
5

1

)2(
5

1

yxy

yxx
 

由OF = 5 知F = ( 5 ，0)S   ∴ 在S ′坐標系中，Γ：y′2 = 4 5 x′ 

又y′2 = 4 5 x′ ⇔ 
5
1 (− 2x + y)2 = 4 5 ．

5
1 (x + 2y) ⇔ 4x2 − 4xy + y2 = 20x + 40y 

∴ 在S中，Γ：4x2 − 4xy + y2 − 20x − 40y = 0 
驗算：A( 5 ，2 5 )S ′ = (− 3，4)S代入S中之Γ： 
4．9 − 4(− 3)．4 + 16 − 20．(− 3) − 40．4 = 36 + 48 + 16 + 60 − 160 = 0 
∴ A在Γ 上 

 
10. 二次曲線 5x2 − 6xy + 5y2 = 32 之兩焦點坐標為     ，     。 
【解答】( 6 ， 6 )與(− 6 ，− 6 ) 
【詳解】 

化二次曲線 5x2 − 6xy + 5y2 = 32 為標準式，消去xy項 
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若轉軸θ 角使cot2θ =
6
55

−
− = 0，取θ =

4
π  

則旋轉公式為

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=′+′=

′−′=′−′=

)(
2
2

4
cos

4
sin

)(
2
2

4
sin

4
cos

yxyxy

yxyxx

ππ

ππ

代入原方程式得 

5．
2
1 (x′ − y′)2 − 6．

2
1 (x′ − y′) (x′ + y′) + 5．

2
1 (x′ + y′)2 = 32 

展開後整理得 2x′2 +8y′2 = 32 ⇒ x′2 + 4y′2 = 16，即
16

2x′
+

4

2y′
= 1 表橢圓 

二焦點之新坐標為(2 3 ，0)與(− 2 3 ，0) 

設(x′，y′)原坐標為(x，y)，則由

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=

′−′=

)(
2
2

)(
2
2

yxy

yxx
 

(x′，y′) = (2 3 ，0)，則

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

==

632
2
2

632
2
2

．

．

y

x
，∴ (2 3 ，0)之原坐標為( 6 ， 6 ) 

(x′，y′) = (− 2 3，0)，則

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=

−=−=

6)32(
2
2

6)32(
2
2

．

．

y

x
，∴ (− 2 3，0)之原坐標為(− 6，− 6 ) 

11.若將坐標系x - y旋轉 135°，建立新坐標系x′- y′，則方程式xy + 2 = 0 的新方程式為          

，由此可知原方程式的圖形為           。（寫出名稱即可） 
【解答】x′2 − y′2 = 4，雙曲線 
【詳解】 

旋轉 135°後新坐標(x′，y′)與原坐標(x，y)的關係為 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′−′=°′+°′=

′+′
−

=°′−°′=

)(
2

1135cos135sin

)(
2
1135sin135cos

yxyxy

yxyxx
 

原式變換為
2
1− (x′ + y′) (

2
1 ) (x′ − y′) + 2 = 0 即x′2 − y′2 = 4，此方程式的圖形為一雙曲線 

 

12.設坐標軸作θ 旋轉後，點P(3，4)的新坐標系的坐標為(
2

7
，

2
1 )，且 0 < θ < π，則θ =      

。 

【解答】
4
π  

【詳解】 
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由坐標變換的關係得

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

θθ

θθ

cos
2

1sin
2

74

sin
2

1cos
2

73 ……

……
 

 −  × 7 得 3 − 28 = (
2
1−
+

2
49− )cosθ 

即得 cosθ =
2

1
代入 得 3 =

2
7 −

2
1 sinθ，所以 sinθ =

2
1

，θ = 45° =
4
π  

 

13.設θ =
6
π

， = (cosθ，sinθ )， = ( − sinθ，cosθ )， = x′ + y′ ，O表原點，則 

(1)P = (0，2)時，(x′，y′) = 

\____

1e
\____

2e
\____

OP
\____

1e
\____

2e

     。 
(2)x′ = 2，y′ = 1 時，P的坐標為      。 

【解答】(1)(1， 3 ) (2)( 3 −
2
1

，1 +
2
3 ) 

【詳解】 

= (
\____

1e
2
3

，
2
1 )， = (−

\____

2e
2
1

，
2
3 )，P = (x，y)， = x′ + y′  

⇔ 

\____

OP
\____

1e
\____

2e

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=

′−′=

)3(
2
1

)3(
2
1

yxy

yxx
 ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=′

+=′

)3(
2
1

)3(
2
1

yxy

yxx
 

(1)x = 0，y = 2 時，x′ = 1，y′ = 3 ，即(0，2) = 1． +
\____

1e 3 ． ，(x′，y′) = (1，
\____

2e 3 ) 

(2)x′ = 2，y′ = 1 時，x = 3 −
2
1

，y = 1 +
2
3

，(x，y) = ( 3 −
2
1

，1 +
2
3 ) 

 
14.設二次曲線Γ：4x2 − 4xy + y2 + 8x + 6y + 7 = 0，我們將坐標系旋轉θ 角，使 0° < θ < 90°

且cosθ =
5

1
，若點P的新坐標為(x′，y′)，而原坐標為(x，y)，則點P的原坐標(x，y)用x′，

y′表示時，
⎩
⎨
⎧

=
=

y
x

，若Γ 對新坐標系而言，其方程式可化為 5y′2 + ax′ + by′ + c = 

0，其中a，b，c為定數，則a =      ，b =      ，c =      。 

【解答】

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=

′−′=

yxy

yxx

5
1

5
2

5
2

5
1

，4 5 ，− 2 5 ，7 

【詳解】 

坐標系旋轉θ 角後，點P(x，y)變換為(x′，y′)，cosθ =
5

1
，sinθ =

5
2  

則

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=′+′=

′−′=′−′=

yxyxy

yxyxx

5
1

5
2cossin

5
2

5
1sincos

θθ

θθ
 

第 8 頁 



Γ：4x2 − 4xy + y2 + 8x + 6y + 7 = 0 的新坐標系方程式為 

4(
5

1 )2(x′ − 2y′)2 − 4(
5

1 ) (x′ − 2y′) (
5

1 ) (2x′ + y′) + (
5

1 )2(2x′ + y′)2 + 8(
5

1 ) (x′ − 2y′) + 

6(
5

1 ) (2x′ + y′) + 7 = 0 

整理可得
5
4 (x′2 − 4x′y′ + 4y′2) −

5
4 (2x′2 − 3x′y′ − 2y′2) +

5
1 (4x′2 + 4x′y′ + y′2) +

5
8 (x′ − 2y′) 

+
5

6 (2x′ + y′) + 7 = 0 

亦即 5y′2 + 4 5 x′ − 2 5 y′ + 7 = 0，所以a = 4 5 ，b = − 2 5 ，c = 7 
 

15.設Γ：xy = − 2，將原坐標系旋轉( − 45°)，則Γ 的新方程式為     ，又在原坐標系

中，Γ 位於第四象限內的頂點坐標為     。 
【解答】x′2 − y′2 = 4，( 2 ，− 2 ) 
【詳解】 

以x =
2

1 (x′ + y′)及y =
2

1 (− x′ + y′)代入xy = − 2 中 
2
1− (x′2 − y′2) = − 2 

∴ Γ 的新方程式為x′2 − y′2 = 4 
又(x′，y′) = (2，0)時，(x，y) = ( 2 ，− 2 )為Γ 的頂點 

 
16.設方程式x2 + 2xy + y2 + 4 2 x − 4 2 y + 8 = 0 的圖形為G，則將坐標軸旋轉θ 角，0 < θ 

<
2
π

，使G的新方程式（x′ - y′坐標系）中，不含x′y′項時，θ =     ，而新的方程式

為     。 

【解答】
4
π

，x′2 − 4y′ + 4 = 0 

【詳解】 
欲消去新方程式中的交叉項，必須旋轉θ 角使cot2θ = 0 

因為取θ =
4
π

；此時原坐標(x，y)與新坐標(x′，y′)的關係為 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=′+′=

′−′=′−′=

)(
2

1
4

cos
4

sin

)(
2

1
4

sin
4

cos

yxyxy

yxyxx

ππ

ππ

代入原方程式得 
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[
2

1 (x′ − y′)]2 + 2．
2

1 (x′ − y′)．
2

1 (x′ + y′) + [
2

1 (x′ + y′)]2 + 4 2 (
2

1 ) (x′ − y′) − 

4 2 (
2

1 ) (x′ + y′) + 8 = 0 

即
2
1 (x′2 − 2x′y′ + y′2) + (x′2 − y′2) +

2
1 (x′2 + 2x′y′ + y′2) + 4(x′ − y′) − 4(x′ + y′) + 8 = 0 

亦即 2x′2 − 8y′ + 8 = 0，可得x′2 − 4y′ + 4 = 0 

17.將坐標軸繞原點O旋轉θ 角（−
2
π < θ < 0）後，點P(4，3)的新坐標為(3，4)，則 

(cosθ，sinθ ) =      。 

【解答】(
25
24

，−
25
7 ) 

【詳解】 
∵ P(4，3)之新坐標為(3，4)，由 

4 3
3 cosθ sinθ
4 − sinθ cosθ  

∴  

 × 3 +  × 4 得 25cosθ = 24 ∴ cosθ =

⎩
⎨
⎧

+=
−=

θθ
θθ

cos4sin33
sin4cos34 ……

……

25
24

代入 得 sinθ = −
25
7  

18.二次曲線Γ：x2 + 4xy + y2 − 2x − 10y − 11 = 0，將坐標系旋轉一銳角θ，使新方程式中不含

xy項，則Γ 的新方程式為     ，其圖形為     。 
【解答】(1)3x′2 − y′2 − 6 2 x′ − 4 2 y′ − 11 = 0 (2)Γ 表一雙曲線 
【詳解】 

(1)∵ cot2θ =
4

11−
= 0 ∴ θ = 45° 

此時原坐標(x，y)與新坐標(x′，y′)的關係式為

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=

′−′=

yxy

yxx

2
2

2
2

2
2

2
2

 

代入Γ 之原方程式得 

(
2
2 x′ −

2
2 y′)2 + 4 (

2
2 x′ −

2
2 y′) (

2
2 x′ +

2
2 y′) 

+ (
2
2 x′ +

2
2 y′)2 − 2 (

2
2 x′ −

2
2 y′) − 10 (

2
2 x′ +

2
2 y′) − 11 = 0 

展開整理得 3x′2 − y′2 − 6 2 x′ − 4 2 y′ − 11 = 0 
(2)配方後成為 3(x′ − 2 )2 − (y′ + 2 2 )2 = 9 

  即
3

)2( 2−′x
−

9
)22( 2+′y

= 1，故Γ 表一雙曲線 

19.Γ 的方程式為 5x2 − 6xy + 5y2 = 32，欲將Γ 的方程式標準化，可將原坐標系旋轉θ =
4
π

後，

建立新坐標系x′- y′，並使新方程式為x′2 + cy′2 = f，其中c，f為常數，則c =      ，
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f =      ，由此可知Γ 的圖形為     （寫出名稱）。 
【解答】4，16，橢圓 
【詳解】 

設坐標系旋轉θ =
4
π

後，則點P(x，y)的坐標變換成(x′，y′) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

′+′=

′−′=

4
cos

4
sin

4
sin

4
cos

ππ

ππ

yxy

yxx
代入方程式 5x2 − 6xy + 5y2 = 32 可得 

5(
2
2 x′ −

2
2 y′)2 − 6(

2
2 x′ −

2
2 y′) (

2
2 x′ +

2
2 y′) + 5(

2
2 x′ +

2
2 y′)2 = 32 

亦即
2
5 (x′2 − 2x′y′ + y′2) − 3(x′2 − y′2) +

2
5 (x′2 + 2x′y′ + y′2) = 32 

所以可化簡為 2x′2 + 8y′2 = 32，亦即x′2 + 4y′2 = 16，因此c = 4，f = 16 
Γ 的圖形為橢圓 
 

20.設將坐標系 S 旋轉 45°得坐標系 S ′，若 A( 2 ，− 3 2 )，B(4，2)，求 A，B 對 S ′的坐標。 
【解答】A(− 2，− 4)S ′，B(3 2 ，− 2 )S ′

【詳解】 

由公式 可知
⎩
⎨
⎧

°+°−=′
°+°=′

45cos45sin
45sin45cos

yxy
yxx

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=×−−×=′

−=×−×=′

4
2
223)

2
2(2

2
2
223

2
22

y

x
 ∴ A(− 2，− 

4)S ′ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=×+−×=′

=×+×=′

2
2
22)

2
2(4

23
2
22

2
24

y

x
 ∴ B(3 2 ，− 2 )S ′

21.設將坐標系S旋轉 30°得坐標系S ′，若A(2 3 ，− 2)S ′，B(4，2 3 )S ′，求A，B對S的原坐

標。 
【解答】A(4，0)S，B( 3 ，5)S

【詳解】 

由  可知
⎩
⎨
⎧

°′+°′=
°′−°′=

30cos30sin
30sin30cos

yxy
yxx

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=×−+×=

=−×−+×=

0
2
3)2(

2
132

4)
2
1()2(

2
332

y

x
 ∴ A(4，0)S 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=×+×=

=−×+×=

5
2
332

2
14

3)
2
1(32

2
34

y

x
 ∴ B( 3 ，5)S

23.將原坐標系S旋轉 45°，求 5x2 − 6xy + 5y2 = 8 的新方程式。 
【解答】x′2 + 4y′2 = 4 
【詳解】 
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由公式 ，將
⎩
⎨
⎧

°′+°′=
°′−°′=

45cos45sin
45sin45cos

yxy
yxx

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′+′=

′−′=

)(
2
2

)(
2
2

yxy

yxx
代入原方程式中 

5[
2
2 (x′ − y′)]2 − 6[

2
2 (x′ − y′)][

2
2 (x′ + y′)] + 5[

2
2 (x′ + y′)]2 = 8 

2
5 (x′2 − 2x′y′ + y′2) − 3(x′2 − y′2) +

2
5 (x′2 + 2x′y′ + y′2 ) = 8 

化簡得x′2 + 4y′2 = 4，因此曲線 5x2 − 6xy + 5y2 = 8 的圖形為橢圓 

24.設將坐標系S旋轉tan−1

3
4

得新坐標系S ′， 

(1)已知P(10，− 5)，求P點對於S ′的坐標。 
(2)已知Q(− 2，4)S ′，求Q點對S的坐標。 

【解答】(1)(2，− 11)S ′ (2)(
5
22−

，
5
4 ) S

【詳解】 

(1)令θ = tan−1

3
4

，則sinθ =
5
4

，cosθ =
5
3  

 ⇒ 
⎩
⎨
⎧

+−=′
+=′

θθ
θθ

cossin
sincos
yxy

yxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=×−+
−

×=′

=×−+×=′

11
5
3)5()

5
4(10

2
5
4)5(

5
310

y

x
 

所以P點對於S ′的坐標為(2，− 11)S ′ 

(2)  ⇒ 
⎩
⎨
⎧

′+′=

′−′=
θθ
θθ

cossin
sincos

yxy
yxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=×+×−=

−
=−×+×−=

5
4

5
34

5
4)2(

5
22)

5
4(4

5
3)2(

y

x
 

所以Q點對於S的坐標為(
5
22−

，
5
4 )S 

25.設將坐標系S旋轉θ 而得坐標系S ′(0 < θ <
2
π )，若P點對於S與S ′的坐標分別為(2，0)S與

( 3 ，− 1)S ′，試求θ =？ 

【解答】
6
π  

【詳解】 

由公式  知
⎩
⎨
⎧

′+′=

′−′=
θθ
θθ

cossin
sincos

yxy
yxx

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

0sin3cos

2sincos3

θθ

θθ
 

解之 cosθ =
2
3

，sinθ =
2
1

，因 0 < θ <
2
π

，所以θ =
6
π  

 
26.設坐標系S旋轉銳角θ 得坐標系S ′，若P點對於S與S ′的坐標分別為(4，6)S與(5 2 ， 2 )S 

′，求θ =？ 
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【解答】
4
π  

【詳解】 

由 得
⎩
⎨
⎧

′+′=

′−′=
θθ
θθ

cossin
sincos

yxy
yxx

⎩
⎨
⎧

=+
=−

6sin25cos2
4sin2cos25

θθ
θθ

解之 cosθ =
2
2

，sinθ =
2
2

，所以θ =
4
π  

 
27.將坐標系 S 平移(2，3)得坐標系 S ′，將 S ′旋轉 30°得 S″，求 P(6，− 1)對於 S″的坐標。 
【解答】P(2 3 − 2，− 2 3 − 2)S ″

【詳解】 

P點對於S ′的坐標為 ，即P(4，− 4)
⎩
⎨
⎧

−=−−=′
=−=′

431
426

y
x

S ′ 

P點對於S ″的坐標為(4 − 4i)(
2
3 −

2
1 i) = (2 3 − 2) + (− 2 3 − 2)i 

即P(2 3 − 2，− 2 3 − 2)S″ 
【註】 
若坐標先旋轉 30°，再平移(2，3)，則 

(6 − i)(
2
3 −

2
1 i) = (3 3 −

2
1 ) + (−

2
3 − 3)i 

點(2，3)也要坐標變換： 

(2 + 3i)(
2
3 −

2
1 i) = ( 3 +

2
3 ) + (

2
33 − 1)i 

故(2，3) = ( 3 +
2
3

，
2

33 − 1)S ′ 

再平移

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=−−−−=′′

−=+−−=′′

232)1
3

33()3
2
3(

232)
2
33()

2
133(

y

x
 

所以，先平移後旋轉與先旋轉後平移是相同的 
28.點P為橢圓 29x2 − 24xy + 36y2 − 360 = 0 上任一點，O表原點，設OP 長的最大值為M，最

小值為m，求M與m之值。 
【解答】M = 3 2 ，m = 2 2  
【詳解】 

∵ Γ：29x2 − 24xy + 36y2 − 360 = 0 

設將坐標軸旋轉一銳角θ，可去除xy項，cot2θ =
24

3629
−
− =

24
7

 ⇒ cos2θ =
25
7  

∴ cosθ =
2

2cos1 θ+
=

2
25
71+

=
5
4

，sinθ =
2

2cos1 θ−
=

5
3  

將旋轉公式
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

′+′=′+′=′+′=

′−′=′−′=′−′=

)43(
5
1

5
4

5
3cossin

)34(
5
1

5
3

5
4sincos

yxyxyxy

yxyxyxx

θθ

θθ
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代入，29 [
5
1 (4x′ − 3y′)]2 − 24 [

5
1 (4x′ − 3y′)]．

5
1 (3x′ + 4y′)]+ 36．[

5
1 (3x′ + 4y′)]2 − 360 = 0 

展開整理得 20x′2 + 45y′2 = 360 ⇒ 
18

2x′
+

8

2y′
= 1 

∵ P點∈Γ ∴ 令點P( 18 cosα， 8 sinα)，則OP = αα 22 sin8cos18 + = α2cos108+  
∵ 0 ≤ cos2α ≤ 1 ⇒ 8 ≤OP ≤ 18  
∴ M = 18 = 3 2 ，m = 8 = 2 2  

29.二坐標系S與S ′滿足(x，y)S = (x′，y′)S ′的條件為

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+′+′=

+′−′=

2)(
2

1

1)(
2

1

yxy

yxx
，在坐標系S中，Γ：

5x2 − 6xy + 5y2 + 2x − 14y + 5 = 0，試求在新坐標為S ′中Γ 的新方程式？又Γ 在S中的短軸

方程式為何？ 
【解答】x′2 + 4y′2 = 4，x + y − 3 = 0 
【詳解】 

(x，y)S = (x′，y′)S ′ ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+′+′=

+′−′=

2)(
2

1

1)(
2

1

yxy

yxx
 ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+−−=′

−+−=′

)]2()1([
2

1

)]2()1[(
2

1

yxy

yxx
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+−=′

−+=′

)1(
2

1

)3(
2

1

yxy

yxx
 

得 5x2 − 6xy + 5y2 + 2x − 14y + 5 = 0  

⇔ 
2
5 (x′ − y′ + 2 )2 −

2
6 (x′ − y′ + 2 )(x′ + y′ + 2 2 ) +

2
5 (x′ + y′ + 2 2 )2 + 2 (x′ − y′ 

+ 2 ) − 7 2 (x′ + y′ + 2 2 ) + 5 = 0  
⇔ 5(x′ − y′ + 2 )2 − 6 (x′ − y′ + 2 )(x′ + y′ + 2 2 ) + 5(x′ + y′ + 2 2 )2 + 2 2 (x′ − y′ 
+ 2 ) − 14 2 (x′ + y′ + 2 2 ) + 10 = 0  
⇔ 4x′2 + 16y′2 − 16 = 0 ⇔ x′2 + 4y′2 = 4  
∴ 在S ′中Γ：x′2 + 4y′2 = 4 

又Γ 之短軸方程式為x′ = 0，即
2

1 (x + y − 3) = 0 

∴ Γ 之短軸方程式為x + y − 3 = 0，如下圖 

 
 

30.若坐標系旋轉cos−1

5
3

得坐標系S ′，求P(5，−10)S ′與Q(3，5)S ′的原坐標。 
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【解答】P(11，− 2)，Q(
5
11−

，
5

27 ) 

【詳解】 

由公式 得
⎩
⎨
⎧

′+′=

′−′=
θθ
θθ

cossin
sincos

yxy
yxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=×−+×=

=−×−+×=

2
5
3)10(

5
45

11)
5
4()10(

5
35

y

x
 ∴ P(11，− 2)S 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=×+×=

−
=−×+×=

5
27

5
35

5
43

5
11)

5
4(5

5
33

y

x
 ∴ Q(

5
11−

，
5

27 )S

31.設將坐標系S旋轉 60°得坐標系S ′， 
(1)已知A(2，− 4)，B(6，0)，試求A，B對S ′的坐標。 
(2)已知C(− 2，2)S ′，D(0，− 2)S ′，試求C，D對S的坐標。 

【解答】(1)(1 − 2 3 ，− 2 − 3 )S ′，(3，− 3 3 )S ′ (2)( − 1 − 3 ，1 − 3 )S，( 3 ，− 1)S

【詳解】 

(1)由旋轉公式知  

   

⎩
⎨
⎧

°+°−=′
°+°=′

60cos60sin
60sin60cos

yxy
yxx

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=−×+×−=′

−=−×+×=′

32)4(
2
12

2
3

321)4(
2
32

2
1

y

x
，故A點對S ′的新坐標為(1 − 2 3 ，− 2 − 3 )S ′ 

   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=×+×−=′

=×+×=′

330
2
16

2
3

30
2
36

2
1

y

x
，故B點對S ′的新坐標為(3，− 3 3 )S ′ 

(2)由旋轉公式知  

  

⎩
⎨
⎧

°′+°′=
°′−°′=

60cos60sin
60sin60cos

yxy
yxx

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=×+−×=

−−=×−+−×=

312
2
1)2(

2
3

312)
2
3()2(

2
1

y

x
，所以C點的原坐標為(− 1 − 3 ，1 − 3 )S 

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−×+×=

=−×−+×=

1)2(
2
10

2
3

3)2()
2
3(0

2
1

y

x
，D點的原坐標為( 3 ，− 1)S

32.設將坐標系S旋轉tan−1

12
5

得新坐標系S ′， 

(1)若A(13，26)，求A的S ′坐標。 (2)若B(− 13，0)S ′，求B的S坐標。 
【解答】(1)A(22，19)S ′ (2)B(− 12，− 5)S

【詳解】 

由公式 及
⎩
⎨
⎧

+−=′
+=′

θθ
θθ

cossin
sincos
yxy

yxx

⎩
⎨
⎧

′+′=

′−′=
θθ
θθ

cossin
sincos

yxy
yxx

得 
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(1)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=×+
−

×=′

=×+×=′

19
13
1226)

13
5(13

22
13
526

13
1213

y

x
 ∴ A(22，19)S ′ 

(2)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=×+×−=

−=
−

×+×−=

5
13
120

13
5)13(

12)
13

5(0
13
12)13(

y

x
 ∴ B(−12，− 5)S
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