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一、選擇題(每題 10 分) 
1. 以O′ (4，− 2)為新原點，做坐標軸平移得新坐標系，則雙曲線x2 − y2 = 1 對新坐標系之新

方程式為(A) (x′ − 2)2 − (y′ + 1)2 = 1   (B) (x′ + 2)2 − (y′ − 1)2 = 1  
(C) (x′ − 4)2 − (y′ + 2)2 = 1 (D) (x′ + 4)2 − (y′ − 2)2 = 1 (E) (x′ − 4)2 − (y′ − 2)2 = 1 

【解答】(D) 
【詳解】 

將原點(0，0)平移到新原點O′ (4，− 2)得一新坐標系S ′ 

若P (x，y)S = P(x′，y′)S ′，則由平移公式 代入x
⎩
⎨
⎧

−′=
+′=

2
4

yy
xx 2 − y2 = 1 

得方程式為(x′ + 4)2 − (y′ − 2)2 = 1 ∴ 選(D) 
 

2. 設橢圓Γ：9x2 + 4y2 + 36x − 8y + 4 = 0，若將原坐標系平移(h，k)後，Γ的新方程式為

4

2′x
+

9

2′y
= 1，則新原點O ′(h，k)對原坐標系的坐標為 

(A)(2，− 1) (B)(− 2，1) (C)(− 4，2) (D)(4，− 2) (E)(0，0) 
【解答】(B) 
【詳解】 

Γ：9x2 + 4y2 + 36x − 8y + 4 = 0 

將原方程式配分得 9(x + 2)2 + 4(y − 1)2 = 36 ⇒ 
9

)1(
4

)2( 22 −
+

+ yx
= 1 

這是一個以(− 2，1)為中心，長軸平行為y軸的橢圓 

令x + 2 = x′，y − 1 = y′，則得
4

2′x
+

9

2′y
= 1 ∴ 新原點O′(h，k) = (− 2，1) 

 
3.設拋物線y2 = x上P，Q兩點，將坐標軸平移後，P，Q之新坐標為P(3，4)，Q(8，− 1)，則

對原坐標系而言，新原點O′之坐標為 
(A) (− 1，2)  (B) (1，− 2)  (C) (2，− 3)  (D) (3，− 2)  (E) (1，− 1) 

【解答】(B) 
【詳解】 

設坐標系S，以O′ (h，k)為新原點做坐標軸平移，得新坐標系S ′ 

若P(x，y)S = P(x′，y′ )S ′，則由平移公式 代入y
⎩
⎨
⎧

+′=
+′=

kyy
hxx 2 = x得(y′ + k)2 = (x′ + h) 

∵ P，Q為拋物線上之二點，且平移後之新坐標P(3，4)S ′，Q(8，− 1)S ′ 

∴  ⇒ 
 

 − 得 10k + 20 = 0 ∴ k = − 2，h = 1，故新原點O′ (1，− 2) ∴ 選(B) 
⎩
⎨
⎧

+=+−
+=+

hk
hk

8)1(
3)4(

2

2

⎩
⎨
⎧

=−−−
=+−+

072
0138

2

2

hkk
hkk ……

……

 

第 1 頁 



4.  (複選)曲線Γ：5x2 − 8xy + 5y2 + 18x − 18y + 9 = 0 經坐標軸平移至新原點(h，k)後得新方

程式為 5x′2 − 8x′y′ +5y′2 = F，則下列何者為真？ 
(A) (h，k) = (1，− 1) (B) (h，k) = (− 1，1) (C) F = 9 (D) F = − 9 
(E) F = − 27 

【解答】(B)(C) 
【詳解】 

將平移公式 代入Γ 之原方程式 5x
⎩
⎨
⎧

+′=
+′=

kyy
hxx 2 − 8xy + 5y2 + 18x − 18y + 9 = 0 

得 5(x′ + h)2 − 8(x′ + h) (y′ + k) + 5(y′ + k)2 + 18 (x′ + h) − 18(y′ + k) + 9 = 0 
展開整理後得 
5x′2 − 8x′y′ + 5y′2 + (10h − 8k + 18)x′ + (− 8h + 10k − 18)y′ + (5h2 − 8hk + 5k2 + 18h − 18k + 9) 
= 0 
∵ 新方程式為 5x′2 − 8x′y′ + 5y′2 = F無一次項 

∴  ⇒  ⇒  

又常數項 − F = 5h
⎩
⎨
⎧

=−+−
=+−

018108
018810

kh
kh

⎩
⎨
⎧

=−+−
=+−

0954
0945

kh
kh

⎩
⎨
⎧

=
−=
1
1

k
h

2 − 8hk + 5k2 + 18h − 18k + 9 
= 5(− 1)2 − 8 (− 1)．1 + 5．12 + 18 (− 1) − 18．1 + 9 = − 9 
∴ F = 9 得新方程式為 5x′2 − 8x′y′ + 5y′2 = 9，其中新原點(h，k) = (− 1，1)，故選(B)(C) 
 

5. (複選)設g(x，y) = ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0，二次曲線Γ：g(x，y) = 0，當b2 − 4ac ≠ 0
時，原坐標系作坐標軸平移，以O ′(h，k)為新原點，可使Γ 的方程式消去一次項而化簡

成為a′x′2 + b′x′y′ + c′y′2 + f ′ = 0，則下列敘述何者為真？ 

(A) a′ = a，b′ = b，c′ = c  (B) f ′ = f   (C)(h，k)是方程組 的解  

(D)(h，k)是方程組 的解   (E) O ′(h，k)是Γ 的對稱中心 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

0
0

eckbh
dbkah

⎩
⎨
⎧

=++
=++

02
02

eckbh
dbkah

【解答】(A)(D)(E) 
【詳解】 

Γ：ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0，將原坐標系作(h，k)平移，即以O ′(h，k)為新原點 
由平移公式x = x′ + h，y = y′ + k代入Γ 的原方程式g(x，y) = 0 經展開整理得 
ax′2 + bx′y′ + cy′2 + (2ah + bk + d)x′ + (bh + 2ck + e)y′ + ah2 + bhk + ck2 + dh + ek + f = 0 

令  ∵ 係數行列式
⎩
⎨
⎧

=++
=++

02
02

eckbh
dbkah

cb
ba
2

2
= − (b2 − 4ac) ≠ 0 

∴ h，k之方程組 恰好有一組解(h，k) 

即以新原點O ′(h，k)作坐標軸平移，得Γ 之新方程式為ax′
⎩
⎨
⎧

=++
=++

02
02

eckbh
dbkah

2 + bx′y′ + cy′2 + g(h，k)= 0 
知a′ = a，b′ = b，c′ = c，f ′ = g(h，k) = ah2 + bhk + ck2 + dh + ek + f，又Γ 之新方程式ax′2 + 
bx′y′ + cy′2 + f ′ = 0 
以(− x′，− y′)代替(x′，y′)得方程式不變 ∴ Γ 之圖形對稱於原點O ′ (h，k) 
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二、填充題(每題 10 分) 
1. 坐標軸作(h，k)的平移後，方程式x2 − 4y2 + 8x + 24y − 20 = 0 可去除常數項，而方程式x2 + 

y2 − 4x − 2y + 1 = 0 的x′項係數為 − 12，則(h，k) =      。 
【解答】(− 4，3) 
【詳解】 

作(h，k)平移後x2 − 4y2 + 8x + 24y − 20 = 0 之常數項為h2 − 4k2 + 8h + 24k − 20 
而x2 + y2 − 4x − 2y + 1 = 0 之x ′項係數為 2h − 4 

∴  ⇒  ∴ (h，k) = (− 4，3) 

 
⎩
⎨
⎧

−=−
=−++−

1242
0202484 22

h
khkh

⎩
⎨
⎧

=
−=
3

4
k
h

2. 設Γ：2 | x − 2 | + | y + 3 | = 4，原點O (0，0)，Γ 上任一點P (a，b)，則Γ 的對稱中心為     

，a2 + b2的最小值為     。 

【解答】(2，− 3)，
5
9  

【詳解】 

  
令h = 2，k = − 3，將原坐標系S平移(2，− 3)得到新坐標S ′ 
(x，y)S =(x′，y′)S ′ = ⇔ x = x′ + 2，y = y′ − 3，∴ Γ 之新方程式為 2 | x′ | + | y′ | = 4 
(1)Γ 之中心(0，0)S ′ = (2，− 3)S 

(2)
2

OP = a2 + b2 
   由上圖知OP ⊥ AB 於P時，使a2 + b2有最小值 
   O = (− 2，3) S ′， AB ：− 2x′ + y′ = 4 

   O至 AB 之距離 =
5

|434| −+
=

5
3

，∴ a2 + b2 = (
5

3 )2 =
5
9  

 
3. 取O ′(h，k)為新原點，平移坐標軸，若L1：3x − 4y = 2 與L2：x + 2y = 4 對新坐標系的方

程式都缺常數項，則(h，k) =      。 
【解答】(2，1) 
【詳解】 

以O ′(h，k)為新原點，由平移公式 代入L
⎩
⎨
⎧

+′=
+′=

kyy
hxx

1，L2的原方程式得 

 ⇒  
⎩
⎨
⎧

=+′++′
=+′−+′

4)(2)(
2)(4)(3

kyhx
kyhx

⎩
⎨
⎧

=−++′+′
=−−+′−′
0)42(2
0)243(43

khyx
khyx
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令常數項為 0，則  ⇒ h = 2，k = 1 ∴ (h，k) = (2，1) 

 
⎩
⎨
⎧

=−+
=−−
042
0243

kh
kh

4. 設Γ：y = sin(2x −
3
π ) + 1，0 < h ≤

3
2π

，將原坐標系平移(h，k)得Γ 的新方程式為y′ = 

sin(2x′)，則可取(h，k) =     ，又Γ 的一對稱軸為x = a，−
2
π
< a < 0 時，a =     

。 

【解答】(
6
π

，1)，−
12
π  

【詳解】 

 
y = sin(2x −

3
π ) + 1 ⇔ y − 1 = sin[2(x −

6
π )] ⇔ y′ = sin2x′ 

其中 x′ = x −
6
π

，y′ = y −1，x = x′ +
6
π

，y = y′ + 1，O′ (h，k)，∴ (h，k) = (
6
π

，1) 

在新坐標系中，y′ = sin2x′的對稱軸 x′ = ±
4
π

，±
4

3π
，…，其中−

4
π
+

6
π
= −

12
π

使 a = −
12
π

，

如上圖 
 

5. 設F(2 + 3 ，1)及F ′(2 − 3 ，1)，滿足 PF + FP ′ = 4 的所有點P形成曲線Γ，則Γ 之位於

第一象限內的短軸之端點坐標為     ，Γ 的方程式為     。（請化為二元

二次式） 
【解答】(2，2)，x2 + 4y2 − 4x − 8y + 4 = 0 
【詳解】 

  
將原坐標系S平移(2，1)得到新坐標系S ′ 
F =(2 + 3 ，1)S = (− 3 ，0) S及F′ = (2 − 3 ，1)S = (− 3 ，0)S 
由 PF + FP ′ = 4 得Γ 之新方程式x′2 + 4y′2 = 4 又(x，y)S = (x′，y′) S ′⇔x = x′ + 2，y = y′ + 1 
(1)Γ 在第一象限內的短軸端點B = (0，1)S ′ = (2，2)S 

(2)Γ：(x − 2)2 + 4(y − 1)2 = 4，Γ 之中心O′(2，1) 
∴ Γ 之原方程式為x2 + 4y2 − 4x − 8y + 4 = 0，如上圖 
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6. 平移坐標軸到新原點O ′(h，k)後，二次曲線Γ：x2 − 6xy + y2 − 8x + 8y = 12 之新方程式消

去兩個一次項，而化簡Γ 的新方程式為x′2 − 6x′y′ + y′2 = f，則(h，k) =      ，f =      

。 
【解答】(1，− 1)，20 
【詳解】 

Γ：x2 − 6xy + y2 − 8x + 8y − 12 = 0 

新原點(h，k)滿足  ⇒  ⇒  

∴ 新原點(h，k) = (1，− 1) 
Γ 之新方程式為x′

⎩
⎨
⎧

=++−
=−−

0826
0862

kh
kh

⎩
⎨
⎧

=++−
=−−

043
043

kh
kh

⎩
⎨
⎧

−=
=

1
1

k
h

2 − 6x′y′ + y′2 − f = 0 
∴ − f = 12 − 6．1(− 1) + (− 1)2 − 8．1+ 8．(− 1) − 12= 1 + 6 + 1 − 8 − 8 − 12 = − 20 
∴ f = 20 
 

7. 平移坐標軸，以O ′ (− 2，3)為新原點時，直線L：3x + 2y = 6 對新坐標系之新方程式為     

。 
【解答】3x′ + 2y′ = 6 
【詳解】 

由平移公式 代入原方程式 3x + 2y = 6 

得 3 (x′ − 2) + 2 (y′ + 3) = 6 ⇒ 3x′ + 2y′ = 6 為新方程式 
 

⎩
⎨
⎧

+′=
−+′=
3

)2(
yy
xx

8. 設Γ：xy − x + 2y = 0，將原坐標系平移(h，k)得Γ 的新方程式為x′．y′ = − 2，則新原點 
(h，k) =     。 

【解答】(− 2，1) 
【詳解】 

 
由 xy − x + 2y = 0 ⇔ xy − x + 2y − 2 = − 2 ⇔ (x + 2)(y − 1) = − 2 
知 x = x′ − 2，y = y′ + 1 ∴ (h，k) = (− 2，1)，如上圖 
 

9. 平移坐標軸後，點P(2，4)的新坐標為(− 2，− 2)，則新原點對原來的坐標系的坐標為     

。 
【解答】(4，6) 
【詳解】設坐標軸作平移(h，k)建立新坐標系 
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∵ P 的原坐標為(2，4)，新坐標為(− 2，− 2) 

∴  ⇒  ∴ (h，k) = (4，6) 

 
⎩
⎨
⎧

+−=
+−=

k
h

24
22

⎩
⎨
⎧

=
=

6
4

k
h

10.設拋物線Γ：y2 − 4x − 6y + 1 = 0，將原坐標系平移(− 2，3)得Γ 的新方程式為     ，

Γ 在原坐標系的焦點為     。 
【解答】y′2 = 4x′，(− 1，3) 
【詳解】 

  
令x = x′ − 2，y = y′ + 3 代入Γ 的原方程式y2 − 4x − 6y + 1 = 0 中 
( y′ + 3)2 − 4(x′ − 2) − 6(y′ + 3) + 1 = 0 ⇔ y′2 = 4x′，∴ Γ 的新方程式為y′2 = 4x′ 
在新坐標中Γ 的焦點(1，0)，x′ = 1，y′ = 0，得x = − 1，y = 3 
故Γ 的焦點為(− 1，3)，如上圖 

 
11.設將坐標系 S 平移(4，3)而得坐標系 S ′，若 A( − 2，1 )，B(3，− 5)，求 A，B 對於 S ′的

新坐標。_______________；__________________ 
【解答】A(− 6，− 2)S′，B(− 1，− 8)S′ 

【詳解】由 知 A： ，B：  

 
⎩
⎨
⎧

−=′
−=′

3
4

yy
xx

⎩
⎨
⎧

−=−=′
−=−−=′
231

642
y
x

⎩
⎨
⎧

−=−−=′
−=−=′

835
143

y
x

12.平移坐標軸至新原點O ′(h，k)，使曲線Γ：3x2 + 4xy + 2y2 + 8x + 4y + 6 = 0 之新方程式沒

有一次項，試求： 
(1)新原點O ′的坐標(h，k)___________________。  
(2)曲線Γ 的新方程式_________________________________。 

【解答】(1) O ′(h，k) = O ′ (− 2，1) (2)3x′2 + 4x′y′ + 2y′2 = 0 
【詳解】 

(1)將平移公式 代入曲線Γ 的原方程式得 

3(x′ + h)
⎩
⎨
⎧

+′=
+′=

kyy
hxx

2 + 4(x′ + h)(y′ + k) + 2(y′ + k)2 + 8(x′ + h) + 4(y′ + k) + 6 = 0 展開整理後得 
3x′2 + 4x′y′+ 2y′2 + (6h + 4k + 8)x′ + (4h + 4k + 4)y′ + (3h2 + 4hk + 2k2 + 8h + 4k + 6) = 0…(A) 

兩個一次項係數為 0，則  ⇒ ，解得h = − 2，k = 1  

∴ 新原點O ′(h，k) = O ′(− 2，1) 
(2)將h = − 2，k = 1 代回(A)式得Γ 的新方程式為 3x′

⎩
⎨
⎧

=++
=++

0444
0846

kh
kh

⎩
⎨
⎧

=++
=++

01
0423

kh
kh

2 + 4x′y′ + 2y′2 = 0 
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13.將坐標系的原點沿著直線y = 2x的右上方平行移動 5 單位時，曲線Γ的新方程式為 
3x′2 + 4y′2 = 12 形式，試求Γ 的原方程式______________________________。 

【解答】3x2 + 4y2 − 6x − 16y + 7 = 0 
【解 1】 

 
取直線y = 2x上二點O(0，0)與O ′(1，2)，則 ′OO = 5 ，所求即作(1，2)平移 
以新原點(1，2)作平移，將x = x′ + 1，y = y′ + 2  
代入Γ 新方程式 3x′

' 1, 'x x y y⇒ = − = − 2
2 + 4y′2 − 12 = 0 故Γ 的原方程式為 3x2 + 4y2 − 6x − 16y + 7 = 0 

 
14.將坐標系 S 平移至 O′ (3，− 1)得到坐標系 S ′， 

(1)若直線 L 的原方程式為 2x − 5y + 6 = 0，求 L 對 S ′的方程式_____________________。 
(2)若直線 L 的原方程式為 3x′ + 4y′ − 6 = 0，求 L 對 S 的方程式_____________________。 

【解答】(1) 2x′ − 5y′ + 17 = 0 (2) 3x + 4y − 11 = 0 
【詳解】 

(1)x = x′ + 3，y = y′ − 1 代入 2x − 5y + 6 = 0，2(x′ + 3) − (5y′ − 1) + 6 = 0，2x′ − 5y′ + 17 = 0 
(2)x′ = x − 3，y′ = y + 1 代入 3x′ + 4y′ − 6 = 0，3(x − 3) + 4(y + 1) − 6 = 0，3x + 4y − 11 = 0 
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