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圍 
Book4  CH1 圓錐曲線 

座號  

姓

名

 

一、單選題(每題 10 分) 
1. 以F(0，1)為焦點，以L：y = − 1 為準線的拋物線的方程式為何？ 

(A) y2 = 4x (B) y2 = − 4x (C) x2 = 4y (D) x2 = − 4y (E) y = x2

【解答】(C) 
【詳解】 

焦點F(0，1)，準線L：y = − 1 ⇒ 對稱軸方程式為x = 0 
4 | c | = 4 × 1 = 4，頂點(0，0)，由標準式得拋物線方程式為x2 = 4y 

2. 已知雙曲線
169

22 yx
− = 1 上一點 P 到其中一焦點 F 的距離為 4，那麼 P 到另一焦點 F ′的

距離是多少？(A) 2 (B) 4 (C) 6 (D) 10 (E) 12 
【解答】(D) 
【詳解】 

雙曲線
169

22 yx
− = 1  a⇒ 2 = 9  a = 3，由雙曲線定義 |⇒ PF − ′PF | = 2a 

 | 4 −⇒ ′PF | = 2 × 3 = 6  4 −⇒ ′PF = ± 6 
 ⇒ ′PF = 10 或 − 2（不合） ∴ ′PF = 10 

3.  (複選)關於雙曲線Γ：9x2 − 16y2 = 144 之敘述，下列何者正確？ 
(A)兩頂點為(4，0)，( − 4，0) (B)兩焦點為(0，5)，(0，− 5) (C)共軛軸長為 3  

(D)若P為Γ 上任一點，則P到其兩漸近線之距離乘積為
25

144
  

(E)過點(
3
134

，2)且與Γ 相切之直線只有一條 
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【解答】(A)(D)(E) 
【詳解】 

Γ：
16

2x
−

9

2y
= 1，中心(h，k) = (0，0) 

a2 = 16，b2 = 9，c2 = a2 + b2 = 25 ⇒ a = 4，b = 3，c = 5 
(A)對。兩頂點(h ± a，k) = (0 ± 4，0) = ( ± 4，0) 
(B)錯。兩焦點(h ± c，k) = (0 ± 5，0) = ( ± 5，0) 
(C)錯。共軛軸長 2b = 6 

(D)對。 22

22

ba
ba
+

=
916
916

+
×

=
25

144  

(E)對。(
3
134

，2)∈Γ，所以過點(
3
134

，2)且與Γ 相切之直線只有一條 

4. 下列關於方程式ax2 + y2 + 4x − 2ay = 0 之圖形S的敘述何者為真？ 
(A) S代表圓  a = 1 (B) S代表橢圓  a > 1 (C) S代表雙曲線  a < 0 

(D) S代表拋物線  a = 0 (E) S代表等軸雙曲線  a = − 1 
⇒ ⇒ ⇒

⇒ ⇒
【解答】(A)(C)(D)(E) 



【詳解】 

ax2 + y2 + 4x − 2ay = 0  a(x +⇒
a
2 )2 + (y − a)2 =

a
4  + a2 

(A) a = 1  (x + 2)⇒ 2 + (y − 1)2 = 5，S表一圓 
(B) a > 0 且a ≠ 1  S表一橢圓 
(C) a < 0  S表一雙曲線 
(D) a = 0  y

⇒
⇒
⇒ 2 = − 4x，S表一拋物線 

(E) a = − 1  − (x − 2)⇒ 2 + (y + 1)2 = − 3，S表一等軸雙曲線 
故應選(A)(C)(D)(E) 

5. 有關方程式 22)8( yx ++ + 22 )6( −+ yx = 20 之圖形，下列敘述何者為真？ 

(A)圖形是中心在(− 4，3)之橢圓 (B)短軸所在之直線斜率為
4
3

 (C)圖形不與坐標軸成

對稱 (D)短軸之長為 35  (E)原點在圖形的內部 
【解答】(A)(C)(E) 
【詳解】  

方程式 22)8( yx ++ + 22 )6( −+ yx = 20 之圖形為一橢圓 

焦點為 F(− 8，0)，F ′(0，6)，長軸長 2a = 20⇒ a = 10， 
中心為 FF ′之中點(− 4，3) 

2c = FF ′ = 3664 + = 10⇒c = 5，b = 22 ca − = 25100 − = 5 3  
  ⇒ 短軸長 2b =10 3 ，長軸在直線 FF ′：3x − 4y + 24 = 0 上 

短軸所在之直線斜率為 −
3
4

，且圖形不與坐標軸成對稱，又原點(0，0)代入方程式中 

22 0)80( ++ + 22 )60(0 −+ = 14 < 20 ∴ 原點在圖形的內部 

應選(A)(C)(E) 

二、填充題(每題 10 分) 

1. 求拋物線
25

)243( 2+− yx  = (x − 1)2 + (y − 2)2的對稱軸方程式     。 

【解答】4x + 3y − 10 = 0 
【詳解】 

25
)243( 2+− yx
= (x − 1)2 + (y − 2)2 ⇒ 

5
243 +− yx

= 22 )2()1( −+− yx  

則拋物線的焦點為(1，2)，準線為 3x − 4y + 2 = 0 
對稱軸為過焦點(1，2)且垂直 3x − 4y + 2 = 0 之直線，對稱軸方程式為 4x + 3y − 10 = 0 

2. 設有一拋物線 ：yΓ 2 = 8x，若與 共軸、共焦點，通過點(1，2Γ 6 )的拋物線為y2 = ax + b，

a > 0，則(a，b) =      。 
【解答】(12，12) 
【詳解】 

與y2 = 8x共軸、共焦點之拋物線⇒頂點 ( 0 ，焦點  
設頂點為 ，則其方程式為y

, 0 ) ( 2,0 )
( , 0 ), 2t c = − t 2 = 4(2 − t)(x − t)，t∈R  

∵ 過(1，2 6 )  24 = 4(2 − t)(1 − t)  t⇒ ⇒ 2 − 3t − 4 = 0  t = 4，− 1 ⇒
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t = 4  y⇒ 2 = − 8(x − 4) = − 8x + 32，a < 0 不合 
t = − 1  y⇒ 2 = 12(x + 1) = 12x + 12 ∴ a = 12，b = 12 

3. 一拋物線的頂點在y軸上，軸為y = 2，而焦點在x + 2y = 7 上，則此拋物線的方程式為     

。 
【解答】(y − 2)2 = 12x 
【詳解】 

拋物線的軸y = 2，頂點在y軸上  頂點(0，2)，設拋物線方程式(y − 2)⇒ 2 = kx 

則焦點為(
4
k

，2)，又焦點在x + 2y = 7 上  k = 12，故(y − 2)⇒ 2 = 12x為所求 

4. 雙曲線 4x2 − y2 − 8x − 4y + 4 = 0 之 
(1)頂點坐標為     。 (2)漸近線方程式為     。 
(3)雙曲線上任一點到二漸近線之距離之積 =      。 

【解答】(1) (1，− 4)，(1，0) (2) 2x − y − 4 = 0，2x + y = 0 (3)
5
4  

【詳解】 

4x2 − y2 − 8x − 4y + 4 = 0  4(x⇒  − 1)2 − (y + 2)2 = − 4  −⇒
4

)2(
1

)1( 22 +
+

− yx
= 1 

∴ 中心(1，− 2)，a = 2，b = 1  c⇒ 2 = 1 + 4 = 5，頂點(1，− 4)，(1，0) 
漸近線 2x − 2 = ± (y + 2)  2x⇒  − y − 4 = 0 或 2x + y = 0 

任一點到二漸近線之距離之積 =
5
4

22

22

=
+ ba
ba  
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5. 以點F(2，2)為焦點，以直線x + y = 0 為準線的拋物線方程式

為     。 
【解答】x2 − 2xy + y2 − 8x − 8y + 16 = 0 
【詳解】 

 以F(2，2)為焦點，L：x + y = 0 為準線的拋物線 

設P(x，y)在拋物線上，則 PF = d(P，L)，即
2

)2()2( 22 yx
yx

+
=−+−  

亦即 2(x2 − 4x + 4 + y2 − 4y + 4) = x2 + 2xy + y2，所以可得x2 − 2xy + y2 − 8x − 8y + 16 = 0 
6. 設拋物線y = mx2 + 3(m − 4)x − 9 交x軸於相異二點P，Q。當 PQ 長最小時，m的值為     

，又 PQ 之最小值為     。 

【解答】m = 8，最小值
2

33  

【詳解】y = mx2 + 3(m − 4)x − 9 的圖形與x軸交於相異兩點P，Q 
⇔ D = 9(m − 4)2 − 4m( − 9) > 0 ⇔ m2 − 4m + 16 > 0 ⇔ (m − 2)2 + 12 > 0 恆成立 
設P(α ，0)，Q( β ，0)，則mx2 + 3(m − 4)x − 9 = 0 的二根α ， β  

 ⇒ α  + β  = −
m

m )4(3 −
， βα =

m
9−  

∴ 
2

PQ = α β− 2= ( βα + )2 − 4αβ  = 2

2)4(9
m

m −
+

m
36 = 9( 2

16
m

−
m
4  + 1) = 9[(

m
4
−

2
1 )2 +

4
3 ] 

當
m
4 =

2
1

，即m = 8 時，
2

PQ 最小值為 9 ×
4
3

 ⇒ PQ 最小值 =
2

33  



7. 拋物線Γ1：y2 = 4x，橢圓Γ2：bx2 + 9y2 = 9b有共同之焦點F1，P為Γ1，Γ2位於x軸上方之交

點，F2為Γ2之另一焦點，且∠PF2F1 = α，∠PF1F2 = β，求cosα．cosβ =      。 

【解答】
7
1−  

【詳解】 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=

1
9

4
22

2

2
1

b
yx

xy

：

：

Γ

Γ
，由Γ1圖形可知F1 (1，0) ∴ F2 ( − 1，0) 

橢圓之a2 = 9，c = 1 ∴ b = a2 − c2 = 8  

代入  ⇒ 8x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=
……

……

7298

4
22

2

2
1

yx

xy

：

：

Γ

Γ

2 + 9(4x) = 72 ⇒ (2x − 3)(x + 6) = 0 

⇒ x =
2
3

，− 6，x =
2
3

代入  ⇒ y = ± 6 ，取P(
2
3

， 6 ) 

= (PF2

______\

2
5

， 6 )， = (2，0)， = (12

______\

FF PF1

______\

2
1

， 6 )， = ( − 2，0) 

cosα．cosβ =

21

______\

FF

|||| 12

______

2

______
12

______

2

______

\\

\\

FFPF

FFPF ．
×

|||| 21

______

1

______
21

______

1

______

\\

\\

FFPF

FFPF ．
=

2
2
7

5

×
×

2
2
5

1

×

−
=

7
1−  

 
8. 有一雙曲線 | 22 )3()5( −++ yx − 22 )3()5( −+− yx | = 8，求此雙曲線的中心坐標 、

兩條漸近線方程式    。 

【解答】(1) (0，3) (2) y − 3 = 
4
3

± x 

【詳解】雙曲線 | 22 )3()5( −++ yx − 22 )3()5( −+− yx | = 8……  

兩焦點F(5，3)，F ′( − 5，3) ∴ 中心坐標(
2

55 −
，

2
33+ ) = (0，3) 

由 得 22 )3()5( −++ yx = 22 )3()5( −+− yx ± 8  

 (x + 5)⇒ 2 + (y − 3)2 = (x − 5)2 + (y − 3)2 ± 16 22 )3()5( −+− yx + 64 

⇒  4± 22 )3()5( −+− yx = 5x − 16  9x⇒ 2 − 16(y − 3)2 = 144 

 ⇒
9

)3(
16

22 −
−

yx
= 1  漸近線⇒

9
)3(

16

22 −
−

yx  = 0 

 ⇒
3

3
4

−
±

yx  = 0  y − 3 = ±⇒
4
3 x 

9. 已知兩圓C1：x2 + y2 = 16，C2：(x − 10)2 + y2 = 4，若動圓C與C1，C2均相切，則此動圓C
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之圓心軌跡方程式為     。 

【解答】
1

2x
−

24

2y
= 1 或

9

2x
−

16

2y
= 1 

【詳解】 

 

 
已知C1之圓心O1(0，0)，半徑r1 = 4，C2之圓心O2(10，0)，半徑r2 = 2 
設動圓C之圓心O(x，y) 
(1) 若C與C1，C2均外切，則 1OO − 2OO = 2 
  若C與C1，C2均內切，則 2OO − 1OO = 2 
由 得| 1OO − 2OO | = 2，又 21OO = 10 
故O之軌跡為以O1，O2為焦點，貫軸長為 2 的雙曲線，其中心為(5，0)，2a = 2，2c = 10 

 a = 1，c = 5，b⇒ 2 = c2 − a2 = 25 − 1 = 24，所求軌跡方程式為
1

2x
−

24

2y
= 1 

(2) 若C與C1外切，與C2內切，則 1OO − 2OO  = 6 
  若C與C1內切，與C2外切，則 2OO − 1OO = 6 
由 得| 1OO − 2OO | = 6，又 21OO = 10 
故O之軌跡方程式為以O1，O2為焦點，貫軸長為 6 的雙曲線 
其中心為(5，0)，2a = 6，2c = 10 ⇒ a = 3，c = 5，b2 = c2 − a2 = 25 − 9 = 16 

所求軌跡方程式為
9

2x
−

16

2y
= 1 

故由(1)(2)可知軌跡方程式為
1

2x
−

24

2y
= 1 或

9

2x
−

16

2y
= 1 

10.設
1
)1( 2

+
+

t
x

+
t

y
−
+

3
)1( 2

= 1 表長軸在直線y + 1 = 0 上之橢圓，則t之範圍為     。 

【解答】1 < t < 3 
【詳解】t + 1 > 3 − t > 0 ⇒ 1 < t < 3 
11.若線段 AB 之長為 5，其上一點C使 AC ：CB= 3：2，當A

在x軸上移動，B在y軸上移動，則動點C所形成的圖形方程

式為     ，此圖形上相異兩點距離的最大值 =      



。 

【解答】
4

2x
+

9

2y
= 1；6 

【詳解】  
如右圖，設A(t，0)，B(0，s)，C(x，y)， 

因為 AC ：CB  = 3：2，所以x =
5
2 t，y =

5
3 s 

即t =
2
5 x，s =

3
5 y，又 AB = 5 = 22 st + ，所以t2 + s2 = 25，亦即

4
25 x2 +

9
25 y2 = 25 

所以點C的圖形為方程式
4

2x
+

9

2y
= 1 的圖形，圖形為橢圓，橢圓上相

異兩點的最大距離為長軸頂點長 = 6 
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12.求 1
1825

22

=+
yx

一點P與兩焦點F、F ′ 夾角為 60 度，求△PFF ′ 之面

積     。 
【解答】6 3  
【詳解】  

橢圓 1
1825

22

=+
yx

， ， ，c =252 =a 182 =b 22 ba − 71825 =−=  FF ′ = 2 7  

設 PF = m， FP ′ = n，又∠FPF ′ = 60°，m + n = 2a = 10 
∴ (2 7 ) 2 mnnm 222 −+= ．  ⇒ 28 = m°60cos 2 + n2 − mn = (m + n)2 − 3mn 

⇒ 28 = 102 − 3mn ⇒ mn = 24 ∴ △PFF ′ 面積 °= 60sin
2
1 mn =

2
1

．24．
2
3 36=  

13.△ABC中，已知A(− 1，− 2)，B(5，− 2)，若△ABC之周長為 16，則點C之軌跡在一個圓

錐曲線Γ上，Γ 的方程式為     （化成標準式）。 

【解答】
25

)2( 2−x
+

16
)2( 2+y
= 1 

【詳解】 
AB = 6，設C(x，y)，則 AC +BC + AB = 16 ⇒ AC + BC = 10 

∴ 22 )2()1( +++ yx + 22 )2()5( ++− yx  = 10 

⇒ 22 )2()1( +++ yx = 10 − 22 )2()5( ++− yx  

⇒ (x + 1)2 + (y + 2)2 = 100 − 20 22 )2()5( ++− yx + (x − 5)2 + (y + 2)2 

⇒ 10 22 )2()5( ++− yx = − 6x + 62 ⇒ 100[(x − 5)2 + (y + 2)2] = ( − 6x + 62)2 

⇒ 16x2 + 25y2 − 64x + 100y − 236 = 0 ⇒ 
25

)2( 2−x
+

16
)2( 2+y
= 1 

14.設點P(x0，y0)在橢圓
25

2x
+

9

2y
= 1 上移動，F，F ′為橢圓的兩焦點，則△PFF ′的重心軌跡

方程式為     。 
【解答】9x2 + 25y2 = 25 

【詳解】橢圓
25

2x
+

9

2y
= 1，c2 = 25 − 9 = 16 ⇒ c = 4，焦點F(4，0)，F ′( − 4，0) 



設P(x0，y0) = (5cosθ，3sinθ)（θ ≠ 0 或π） 

則△PFF ′的重心G(x，y) = (
3
5 cosθ，sinθ)（θ ≠ 0 或π），即cosθ =

5
3 x，sinθ = y 

由cos2θ + sin2θ = 1 得(
5
3 x)2 + y2 = 1，即 9x2 + 25y2 = 25（y ≠ 0） 

15.設橢圓x2 + 4y2 = 1 分別交x軸正向，y軸正向於A，B，

點P在第一象限之 弧上移動，O為原點。令四邊

形OAPB面積最大值S，此時P坐標為(x
AB
︵

0，y0)，則S = 
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，(x0，y0) =      。 

4
2

，(x0，y0) = (
2
2

，
4
2

【解答】S = ) 

【詳解】  

x2 + 4y2 = 1 ⇒ x2 +

4
1

2y
= 1，A(1，0)，B(0，

2
1 )，P(cosθ，

2
1 sinθ)，0 < θ <

2
π  

四邊形OAPB的面積 =
2
1  | 

0
0

2
1
0

sin
2
1
cos

0
1

0
0

θ
θ

 | =
4
1 (sinθ + cosθ) =

4
2 sin(θ +

4
π ) 

0 < θ <
2
π

，
4
π
< θ +

4
π
<

4
3π

，θ +
4
π
=

2
π

時，面積最大值 =
4
2

，此時θ =
4
π

，P(
2
2

，
4
2 ) 

16.設 5[(x + 1)2 + (y − 2)2] = (x + 2y + 2)2之軌跡為Γ，則 
(1) Γ 之對稱軸方程式為   。(2) Γ 之正焦弦長為   。(3) Γ 之頂點為    。 

5【解答】(1) 2x − y + 4 = 0 (2) 2  (3) (− 2，0) 
【詳解】 

5[(x + 1)2 + (y − 2)2] = (x + 2y + 2)2  ⇒ 22 )2()1( −++ yx =
5

|22| ++ yx  

∴ 焦點F(− 1，2)，準線 ρ：x + 2y + 2 = 0，斜率為
1
2

−  

(1)對稱軸為過(− 1，2)且斜率為 2 的直線 ∴ 2(x + 1) − (y − 2) = 0  2x − y + 4 = 0 

(2)正焦弦長 = 2．d(F，ρ) = 2．

⇒

5
|241| ++−
= 2 5  

(3)  ⇒ 頂點V (− 2，0) 
⎩
⎨
⎧

=+−
=++

042
022

yx
yx

17.與y2 − 4x + 6y + 5 = 0 共軸、共焦點且過(3，1)之拋物線方程式為     。 
【解答】(y + 3)2 = − 16(x − 4)或(y + 3)2 = 4(x + 1) 
【詳解】 

y2 − 4x + 6y + 5 = 0  (y + 3)⇒ 2 = 4(x + 1)，頂點為(− 1，− 3)，c = 1  
                   焦點為(0，− 3)且對稱軸為y + 3 = 0 
設所求拋物線方程式Γ：(y + 3)

⇒
2 = 4k(x + k)，將(3，1)代入 

∴ 16 = 4k(3 + k)  k⇒ 2 + 3k − 4 = 0  k = 1 或 − 4 
故(y + 3)

⇒
2 = − 16(x − 4)或(y + 3)2 = 4(x + 1) 

18.二次函數y = px2 + qx + r在x等於 4 時，值最大，而其圖上x坐標為 2 之點的切線為 



y = 3x − 4，則 ( p，q，r ) =     ，函數最大值 =     。 

【解答】(−
4
3

，6，− 7)；5 

【詳解】y = px2 + qx + r在x等於 4 時，值最大 ⇒ y = p(x − 4)2 + k，p < 0 
x = 2 時，y = p(2 − 4)2 + k = 4p + k，拋物線在點(2，4p + k)之切線方程式為 

2
4 kpy ++

= p(2 − 4)(x − 4) + k，化簡得y = − 4px + 12p + k，與y = 3x − 4 為同一直線 

因此 − 4p = 3，12p + k = − 4 ⇒ p = −
4
3

，k = 5，故y = −
4
3 (x − 4)2 + 5 = −

4
3 x2 + 6x − 7 

得(p，q，r) = (−
4
3

，6，− 7)，最大值 5 

19.設拋物線Γ：y2 = x，一光線從點(5，2)射出，平行Γ 的對稱軸，射在Γ 上的P點，經反射

後，又射到Γ 上的Q點，則P點的坐標為     ，Q點的坐標為     。 

【解答】(4，2)，(
64
1

， −
8
1 ) 

【詳解】  

Γ：y2 = x，焦點為F(
4
1

，0)，以y = 2 代入， 

得x = 4 ∴ P(4，2) 

令Q(t2，t)∈Γ，t < 0，由P，F，Q共線得
4

2
2 −
−

t
t

=
4

2

4
1
0

−

−  

⇒ t = −
8
1

 ∴ Q(
64
1

， −
8
1 ) 

20.若點P( 2，− 3)為拋物線y2 = 8x之一弦 AB 的中點，則直線 AB 方程式為     ，弦 AB
的長為     。 

【解答】4x + 3y + 1 = 0，
2

75  

【詳解】(1)設A(x1，y1)，B(x2，y2)，P( 2， − 3 )為 AB 中點 ∴ x1 + x2 = 4，y1 + y2 = − 6 

又 ，  − 得( y
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

2
2

2

1
2

1

8

8

xy

xy ……

……
1 + y2) ( y1 − y2) = 8( x1 − x2) 

⇒ AB 斜率 =
21

21

xx
yy

−
−

=
21

8
yy +

=
6

8
−

= −
3
4  

⇒ AB ：y + 3 = −
3
4 (x − 2) ⇒ AB ：4x + 3 y + 1 = 0 

(2)由(1)，x1 − x2 = −
4
3 (y1 − y2)，( x1 − x2)2 =

16
9 ( y1 − y2)2 

   ⇒ y
⎩
⎨
⎧

=

=++

xy
yx

8
0134

2
2 + 6y + 2 = 0，二根為y1，y2 ∴ y1 y2 = 2 

2
AB  = ( x1 − x2)2 + ( y1 − y2)2 =

16
9 ( y1 − y2)2 + ( y1 − y2)2  

     =
16
25 ( y1 − y2)2 =

16
25 [( y1 + y2)2 − 4 y1y2] =

16
25 [( − 6)2 − 4．2] =

4
725   ．

 ⇒ AB  =
2
75  

21.拋物線Γ：(y − 1)2 = 6x，一入射光沿直線y = 3 射到Γ上一點P，經拋物線反射後，反射光
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與對稱軸交於一點Q，則P之坐標為     ，Q之坐標為     。 

【解答】P(
3
2

，3)；Q(
2
3

，1) 

【詳解】 
Γ：(y − 1)2 = 6x的對稱軸y − 1 = 0，頂點(0，1)， 

y = 3 代入得x =
3
2

6
4
= ，知P點為(

3
2

，3) 

反射光與對稱軸的交點即為焦點F，故Q = F的坐標為(
2
3

，1) 

22.橢圓 1
94

22

=+
yx

之任一切線分別與x軸，y軸交點於A，B，則線段

AB 之最小值為     ，又△OAB面積最小值為     

（O為原點）。 
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【解答】5；6 

【詳解】橢圓 1
94

22

=+
yx

上一點P( 2cosθ，3sinθ )且P不是頂點 

則過P之切線 1
9

)sin3(
4

)cos2(
=+

yx θθ
，即(3cosθ )x + (2sinθ )y = 6 

與x軸交點A(
θcos

2
，0)，與y軸交點B(0，

θsin
3 ) 

(1)線段 AB 之長 

=
θθ 22 sin

9
cos

4
+ = )sin](cos)

sin
3()

sin
2[( 2222 θθ

θθ
++ 5)32( 2 =+≥ （柯西不等式） 

∴ 最小值為 5 

(2)△OAB的面積 = 6
|2sin |

6 
sin

3
cos

2 
2
1

≥=×
θθθ

，∵ | sin2θ  |≤1 ∴ 最小值 = 6 

23.過點( − 1，2)與錐線 2x2 + xy + y2 − 4 = 0 相切的直線方程式為     。 
【解答】2x − 3y + 8 = 0 
【詳解】2( − 1)2 + ( − 1)．2 + 22 − 4 = 2 − 2 + 4 − 4 = 0，知點( − 1，2)在錐線上 

由切線公式得在點( − 1，2)的切線方程式為 

2( − 1)x +
2

)1(2 yx −+  + 2y − 4 = 0，化簡得 2x − 3y + 8 = 0 

24.自原點O作拋物線y = x2 + x + a的切線有兩條，若此兩條切線互相垂直，則a的值為     

。 

【解答】
2
1  

【詳解】過原點O之直線y = mx代入拋物線y = x2 + x + a得 
mx = x2 + x + a ⇒ x2 + (1 − m )x + a = 0 有等根，判別式為 0， 
(1 − m)2 − 4a = 0 ⇒ m2 − 2m + 1 − 4a = 0 
已知切線有二條，即m有二解，設為m1，m2 

則二根乘積m1m2 = − 1（二切線互相垂直），由根與係數關係知 1 − 4a = − 1，故a =
2
1  

25.若雙曲線y2 − x2 = a2與直線x + 2y = 3 相切，則a2 =      ，切點坐標為     。 



【解答】3；( − 1，2) 
【詳解】 

y2 − x2 = a2與x + 2y = 3 相切 ⇒ y2 − (3 − 2y)2 = a2 ⇒ 3y2 − 12y + a2 + 9 = 0 有等根 
判別式為 0，得( − 6)2 − 3(a2 + 9) = 0 ⇒ a2 = 3 又 3y2 − 12y + 12 = 0 
⇒ y2 − 4y + 4 = 0 ⇒ y = 2 代入x + 2y = 3 得x = − 1，故切點為( − 1，2) 

26.直線 上一點 與拋物線 上的點 之距離最小，則42 +−= xy P 21 xy −= Q P 之坐標為  ，

之坐標為Q      。 

【解答】(
5
9

，
5
2 )；(1，0) 

【詳解】設 ， 到直線 2x + y = 4 的距離為 )1( 2aaQ −， Q

5
|412| 2 −−+ aa
=

5
|2)12(| 2 −+−− aa
=

5
|2)1(| 2 +−a  

當 時，最小值1=a
5

2
，此時Q (1，0)，又過Q 作 2x + y = 4 之垂直線 x − 2y = 1 

二直線交點 ，)( yxP ，
5
9

=x ，
5
2

=y ，即 P (
5
9

，
5
2 ) 

27.若不論 為任何實數值，拋物線y = xa 2 + 2ax + a2 + 2a恆與一定直線相切，則此定直線方

程式為     。 
【解答】y = − 2x − 1 
【詳解】 

設定直線 nmxyL +=： 與拋物線y = x2 + 2ax + a2 + 2a相切 
則 ，即 有等根，判別式為 0 
得 ，即 − 4(m + 2)a + m

nmxaaaxx +=+++ 22 22 02)2( 22 =−++−+ naaxmax
0)2(4)2( 22 =−+−− naama 2 + 4n = 0 對任意實數 恆成立 

故 且 ，得m = − 2，

a
02 =+m 042 =+ nm 1−=n ，故L：y = − 2x − 1 為所求 

28.求與x + 2y = 0 垂直，且與拋物線y2 = 16x相切之直線方程式為     。 
【解答】y = 2x + 2 
【詳解】 

∵ 所求直線L與x + 2y = 0 垂直 ∴ 斜率為 2，又與拋物線y2 = 16x相切 

故此直線方程式為y = 2x +
2
4

，即y = 2x + 2 

29.拋物線y = 4x − x2在點(1，3)之切線與坐標軸圍成一個三角形，此三角形的面積 =      

。 

【解答】
4
1  

【詳解】點(1，3)在y = 4x − x2之圖形上，設切線方程式為y − 3 = m (x − 1) 
則 3 + m(x − 1) = 4x − x2有等根，即x2 + (m − 4)x + 3 − m = 0 有等根 
判別式為 0，得(m − 4)2 − 4(3 − m) = 0 ⇒ m2 − 4m + 4 = 0 ⇒ m = 2 

故切線方程式為y = 2x + 1，此切線與x，y軸交點分別為A( −
2
1

，0)，B(0，1) 

故△OAB之面積 =
2
1

4
1|1)

2
1(| =×−  
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30.已知橢圓方程式
25

2x
+

16

2y
= 1，若有光束自焦點A(3，0)射出，經二次反射回到A點，設二

次反射點為B，C，如圖所示，求△ABC之周長     。 
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【解答】20 
【詳解】  

Γ：
25

2x
+

16

2y
= 1 ⇒ a = 5，b = 4，由橢圓的光學性質知 

若光束自焦點 A(3，0)射出，經一次反射後，必通過另一焦點 A′ ( − 3，0) 
∴ △ABC 之周長 = AB + BC +CA= ( AB + AB ′ ) + ( CA′ +CA ) = 2a + 2a = 4a = 4 × 5 = 20 

31.若k為實數，且拋物線y = x2 + kx − k與直線x − y − 1 = 0 交於相異兩點，則k的範圍為     

；若此直線被拋物線所截的線段長為 4，則k的值為     。 
【解答】k < − 3 或 k > 1，− 1 ± 2 3  
【詳解】 

x − y − 1 = 0 ⇒ y = x − 1，代入拋物線y = x2 + kx − k 
得x2 + (k − 1)x + 1 − k = 0，設α，β為其兩根，α + β = 1 − k，αβ = 1 − k 
(α − β)2 = (α + β)2 − 4αβ = (1 − k)2 − 4(1 − k) = (1 − k)(− 3 − k) 
∵ 交於相異兩點A，B ∴ D = (k − 1)2 − 4(1 − k) > 0 
⇒ (k − 1)(k + 3) > 0 ∴ k < − 3 或k > 1，A(α，α − 1)，B(β，β − 1) 

2
AB =(α − β)2 + (α −1 − β + 1)2 = 2(α − β)2 = 16，(k − 1)(k + 3) = 8 ⇒ k = −1 ± 2 3  

32.橢圓Γ：4x2 + 9y2 = 36 上任一切線，若分別與x軸，y軸交於點A，B，則 AB 長之最小值為

     。 
【解答】5 

【詳解】設切點P(a，b)，則 4a2 + 9b2 = 36，且切線L：4ax + 9by = 36⇒A(
a
9

，0)，B(0，
b
4 )， 

求 AB 長之最小值，即為求 22

1681
ba

+ 之最小值 

柯西不等式，[(2a)2 + (3b)2][(
a
9 )2 + (

b
4 )2] ≥ (18 + 12)2 = 900 

[(
a
9 )2 + (

b
4 )2] ≥

36
900

 ⇒ AB = 22

1681
ba

+ ≥
6

30
= 5 

 
33.設拋物線Γ：y = x2 − 2x + 2k與直線 A：y = 2x + k，k ∈  R， 

(1)若對任意之實數x，Γ 之圖形恆在直線 A之上方，則k之範圍為     。 
(2)若Γ 與 相切，則k = A      。(3)若Γ 與 A之交弦長為 2 5 ，則k =      。 

【解答】(1) k > 4 (2) 4 (3) 3 
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【詳解】 
(1) x：x∀ 2 − 2x + 2k > 2x + k ⇒ x2 − 4x + k > 0 恆成立 
  ∴ b2 − 4ac < 0 ⇒ 4 − k < 0 ⇒ k > 4 
(2) x2 − 2x + 2k = 2x + k ⇒ x2 − 4x + k = 0 ∴ b2 − 4ac = 4(4 − k) = 0 ⇒ k = 4 

(3)交弦長 =
||
42

a
acb −

． 21 m+ = k416 − ． 41+ = 2 5  16 − 4k = 4  k = 3 ⇒ ⇒

34.Γ：x2 + 2y2 = 2，由A(1，2)向Γ 作切線得二切點B，C，則 BC
長為     。 

【解答】 119
9
2  

【詳解】 
切點弦 BC ：1．x + 2．(2．y) = 2 ⇒ BC ：x + 4y = 2 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

−=

22
42

22 yx
yxBC

：

：

Γ

……

……
 

代入 ⇒ ( 2 − 4y )2 + 2y2 = 2 ⇒ 9y2 − 8y + 1 = 0 之二根為y1，y2 

  則

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=+

9
1

9
8

21

21

yy

yy
且 ，

⎩
⎨
⎧

−
−

)42(
)42(

22

11

yyC
yyB

，

，
BC = 2

21
2

21 )()]42()42[( yyyy −+−−−  

  = 2
21 )(17 yy − = ]4)[(17 21

2
21 yyyy −+ = ]

9
14)

9
8[(17 2 ×− = 119

9
2  

35.
1
)2(

9
)2( 2

2

2

+
−

+
−
+

t
y

t
x

= 1 圖形為貫軸平行x軸的雙曲線，則t的範圍為     。 

【解答】− 3 < t < − 1 

【詳解】
1
)2(

9
)2( 2

2

2

+
−

+
−
+

t
y

t
x

= 1 圖形為貫軸平行 x 軸的雙曲線 

∴ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ 9 − t2  
> 0

t + 1 < 0
(9 − t2) (t + 1) < 0

⇒   ∴ − 3 < t < − 1 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ − 3 < t < 3
t < − 1
(t − 3)(3 + t)(t + 1) > 0

 
36.一雙曲線的中心(1，− 2)，貫軸平行y軸，漸近線與貫軸夾角 30°，中心到焦點距離為 1，

則此雙曲線方程式為     。 

1)1(4)2(
3
4 22 =−−+ xy  【解答】

【詳解】雙曲線之中心(1，− 2)，貫軸平行y軸 設雙曲線方程式為⇒

2

2)2(
a

y +
− 2

2)1(
b

x −
= 1，則漸近線為b(y + 2) ± a (x − 1) = 0， 

斜率 = ±
b
a

， 



漸近線與貫軸夾角 30°⇒一漸近線斜角 60°⇒斜率
b
a
= tan60° = 3   a =⇒ 3 b……  

中心到焦點距離 = c = 1⇒a2 + b2 = 1…… ， 

代入 得b2 =
4
1

，a2 =
4
3  

故所求為

4
3

)2( 2+y
−

4
1

)1 2( −x  = 1，即
3

)2 2(4 +y
− 4(x − 1)2 = 1  

37.設P為雙曲線
9

2x
−

16

2y
= 1 上一點且位在第一象限，若F1，F2為雙曲線的兩個焦點，且

1PF ： 2PF = 1：3，則 F1PF2的周長 =      。 
【解答】22 

【詳解】
9

2x
−

16

2y
= 1 中，a2 = 9，b2 = 16 ⇒ c2 = a2 + b2 = 25 ⇒ c = 5 

令 1PF = x，則 2PF = 3x， 2PF − 1PF =2a ⇒ 3x − x = 2 × 3 = 6 ⇒ x = 3 
又 21FF = 2c = 10，故 F1PF2的周長 = 1PF + 2PF + 21FF = 3 + 9 + 10 = 22 

 

38.設 為通過橢圓ΓA 1： 3
)1( 2−x
+

4
)2( 2−y
=

4
1

與橢圓Γ2：4x2 + 3y2 − 18y + 25 = 0 兩交點之直

線，則直線 之方程式為A      。 
【解答】4x − 3y + 6 = 0 
【詳解】Γ1：4(x − 1)2 + 3(y − 2)2 = 3 ⇒ 4x2 + 3y2 − 8x − 12y +13 = 0 

 二式相減 ⇒ − 8x + 6y − 12 = 0 ⇒ 4x − 3y + 6 = 0 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−+

=+−−+

0251834
01312834

22

22

yyx
yxyx

39.雙曲線Γ：x2 − y2 = 8，A(1，1)，由A向Γ 作切線，則切線方程式為     。 
【解答】9x + 7y − 16 = 0 

【詳解】設切線L：y − 1 = m(x − 1)，  

代入  ⇒ (1 − m
⎩
⎨
⎧

=−

−+=

8
)1(

22 yx
mmxyL

：

：

Γ
……

……
2)x2 + 2m(m − 1)x + (2m − m2 − 1 − 8) = 0 

∵ 相切 ∴ D = 4m2(m − 1)2 − 4(1 − m2)(2m − m2 − 9) = 0 ⇒ 4(m − 1)(7m + 9) = 0 

  ⇒ m =
7
9−

或m = 1（不合 ∵ m = 1 時，切線L與其中一條漸近線重合） 

∴ L：y − 1 =
7
9− (x − 1) ⇒ 9x + 7y − 16 = 0 

40.雙曲線Γ：
8

2x
−

8

2y
= 1，又A∈Γ，已知A(4，2 2 )，F(4，0)，

若由F射至A之光線被雙曲線Γ 反射，反射光通過P(8，k)，
則k =     。 

【解答】3 2  
【詳解】由光學性質可知反射光線必通過直線 AF ′ ， 
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且mF ′A =
)4(4

022
−−
−

=
4
2  

AF ′ ：y − 0 =
4
2 (x + 4)，P(8，k)代入 AF ′ ⇒ k = 3 2  

41.設F與F ′為橢圓x2 + 4y2 = 8 的兩焦點，若A的坐標 
為(2，1)，求∠FAF ′的角平分線方程式     。 

【解答】2x − y = 3 
【詳解】過A(2，1)之切線L1：2x + 4y = 8， 

由光學性質可知∠FAF ′的角平分線為過A之法線L2 
∵ L2 ⊥ L1，，設L2：y − 1 = 2(x − 2) ⇒ L2：2x − y = 3 

42.拋物線Γ：y2 = 8x， 
(1) Γ 與直線x − y + 1 = 0 之交弦長 =      。 
(2)設Γ上之一弦 AB 被( − 3，2)所平分，則含此弦 AB 之直線為     。 

【解答】(1) 8 (2) 2x − y + 8 = 0 

【詳解】(1)  ⇒ (x + 1)
⎩
⎨
⎧

=+−
=

01
82

yx
xy 2 = 8x ⇒ x 2 − 6x + 1 = 0 

   ∴ 交弦長 =
||
42

a
acb −

． 21 m+ = 436 − ． 11+ = 8 

(2) 設A(x1，y1)，B(x2，y2)， AB 之方程式為x + 3 = k(y − 2)  x= ky − 2k − 3 

∴  ⇒ y

⇒

⎩
⎨
⎧

=

−−=

xy
kkxx

8
32

2
2 = 8(ky − 2k − 3) 

⇒ y2 − 8ky + (16k + 24) = 0 二根為y1，y2 ∴ y1 + y2 = 8k 

∵ AB 之中點為(− 3，2) ∴ 
2

21 yy +
= 2 ⇒ 4k = 2 ⇒ k =

2
1  

故x + 3 =
2
1 (y − 2) ⇒ 2x − y + 8 = 0 
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