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一、選擇題(每題 10 分) 
1.下列五個點，哪一個點與球面S：x2 + y2 + z2 − 2x − 2y + 4z − 3 = 0 距離最遠？ 

(A) ( − 1，− 1，1) (B) (1，2，3) (C) ( − 3，− 2，1) (D) ( − 2，− 3，− 1)  
(E) ( − 3，− 1，− 2) 

【解答】(C) 
五個點代入S的方程式，依次得值為 8，17，25，17，11 
∴ 五個點都在球面S的外部：(x − 1)2 + (y − 1)2 + (z + 2)2 > 9 
而( − 3，− 2，1)代入得值最大，即( − 3，− 2，1)到球心最遠 

2.下列哪一個平面與球面S：x2 + y2 + z2 − 2x + 4y + 2z − 19 = 0 相交所成的圓面積最大？ 
(A) x + y + z = 0 (B) x − 2y = 0 (C) z + 1 = 0 (D) 2x − y – 2z = 5 (E) 3x + 4y − 1 = 0 

【解答】(C) 
【詳解】 

S：(x − 1)2 + (y + 2)2 + (z + 1)2 = 25，球心為Q(1，− 2，− 1)，半徑r = 5 

(A) Q到x + y + z = 0 之距離 =
3

2
3

|121|
=

−−
< r 

(B) Q到x − 2y = 0 之距離 = 5
5

|41|
=

+
< r 

(C) Q到z + 1 = 0 之距離 = 0 

(D) Q到 2x − y − 2z − 5 = 0 之距離 =
3
1
< r 

(E) Q到 3x + 4y − 1 = 0 之距離 =
5
6
< r 

∴ z + 1 = 0 與球面S截出「大圓」，其面積 25π 為最大 
3. (複選)兩圓C1：x2 + y2 − 6x − 2y + 1 = 0，C2：x2 + y2 + 4x + 3 = 0 外公切線夾角為θ 

（0 < θ <
2
π

），則下列敘述何者正確？ 

(A)外公切線段長為 22   (B)內公切線段長為 10  (C)兩外公切線的交點為 )
2
1    

2
9( −− ，    

(D)兩內公切線的交點為 )
4
1    

4
3( ，−      (E)

5
3

2
sin =

θ  

【解答】(A)(B)(C)(D) 
【詳解】 

(1) C1：(x − 3)2 + (y − 1)2 = 9，C2：(x + 2)2 + y2 = 1， 
   圓心O1(3，1)，O2( − 2，0)，半徑R = 3，r = 1 

(2)外公切線段長 = 22426)( 22

21 =−=−− rROO  

(3)內公切線段長 = 101626)( 22

21 =−=+− rROO  
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(4)在△O1AD中，
3
1        1212 ===

R
rDOBOAOAO ：：  ⇒ A )

2
1    

2
9( −− ，  

(5)同(4)，兩內公切線的交點為 )
4
1    

4
3( ，−  

(6)在△O2AB中，
26
2

4
26
1

2
sin

2

2 ===
AO
BOθ  

二、填充題( 每題 10 分) 
4. 過點P(− 2，8)作圓x2 + y2 − 6x − 6y − 7 = 0 的切線，切點為A，B，則直線AB的方程式為     

。 
【解答】x − y + 5 = 0 

【詳解】
2 82 8 6( ) 6( ) 7 0
2 2

x yx y − + +
− + − − − = ⇒  x − y + 5 = 0 

5. 設一三角形的三頂點為(− 1，0)，(0，− 1)，(− 2，− 1)，此三角形外接圓為圓C， 
(1)試求圓C之圓心     。 
(2)通過圓外一點P(− 1，3)且與圓C相切的直線斜率為     ，P到切點的距離 
  為     。 
(3)承上，若R為圓C上任一點，試求 PR 的最大值為     。 

【解答】(1) (− 1，− 1) (2) 15± ， 15  (3) 5 
【詳解】 

(1) AB 中垂線L1：x − y = 0， BD 中垂線L2：x + 1 = 0，L1， 
  L2交於(− 1，− 1) ∴ 外接圓圓心C(− 1，− 1)，CA  = 1 
(2)設切線斜率m，切點T，y − 3 = m(x + 1)， 
  即mx − y + m + 3 = 0 

  圓心到切線距離
1

|31|
2 +

+++−

m
mm = 1  

   ⇒ m2 + 1 = 16 ⇒ m = 15±  

   4=OP ， PT  = 1514 22 =−  
(3) POPR = + 1 = 5 

6. 一圓過圓x2 + y2 + 2x − 4y + 1 = 0 與直線 2x − y + 4 = 0 的交點且

半徑為 3，此圓有兩個，其中圓心在第一象限的圓之方程式為     。 
【解答】(x − 1)2 + (y − 1)2 = 9 
【詳解】 

過圓x2 + y2 + 2x − 4y + 1 = 0 與直線 2x − y + 4 = 0 交點的圓系方程式為 
(x2 + y2 + 2x − 4y + 1) + k(2x − y + 4) = 0⇒x2 + y2 + 2(k + 1)x − (k + 4)y + 4k + 1 = 0……  

⇒ (x + k + 1)2 + (y −
2

4+k )2 = (k + 1)2 +
4
1 (k + 4)2 − (4k + 1) =

4
1 (5k2 + 16) 

半徑 3 ⇒ 
4
1 (5k2 + 16) = 9 ⇒ k = ± 2 代入  

得x2 + y2 + 6x − 6y + 9 = 0 及x2 + y2 − 2x − 2y − 7 = 0 
圓心在第一象限者為x2 + y2 − 2x − 2y − 7 = 0，即(x − 1)2 + (y − 1)2 = 9 
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7. 有一圓的圓心( − 3，4)，與直線 3x − 4y + 5 = 0 相切，其圓方程式為     。 
【解答】(x + 3)2 + (y − 4)2 = 16 
【詳解】 

圓C的圓心A( − 3，4)與直線L：3x − 4y + 5 = 0 相切 

故半徑r = d (A，L) =
22 )4(3

|544)3(3|

−+

+×−−×
= 4，得圓方程式為(x + 3)2 + (y − 4)2 = 42

8. 設圓C與直線L：4x + 3y + 17 = 0 相切於P( − 2，− 3)，且圓C的半徑是 10，圓心在第一象

限，則圓C的方程式為     。 
【解答】(x − 6)2 + (y − 3)2 = 100 
【詳解】 

設圓心為A， AP 之參數式： ，t∈R， 

取A( − 2 + 4t，− 3 + 3t)，
⎩
⎨
⎧

+−=
+−=

ty
tx

33
42

2
AP = 16t2 + 9t2，102 = 25t2，t = ± 2， 

取t = 2（∵ 圓心A在第一象限），A(6，3)  
∴ C：(x − 6)2 + (y − 3)2 = 102

9. 坐標平面上，圓C過點A(1，4)與B(0，3)，圓心在x軸上，則圓C方程式為     。 
【解答】(x − 4)2 + y2 = 25 
【詳解】 

設圓心P為(t，0)，則
2

PA =
2

PB  ⇒ (t − 1)2 + 42 = (t − 0)2 + 32 ⇒ t = 4 

圓心P(4，0)，半徑r2 =
2

PB = t2 + 32 = 25 ∴ 圓C：(x − 4)2 + y2 = 25 
10.設A(1，4)與B(3，− 2)為坐標平面上兩點，若 AB 為圓C的一弦，且距離圓心為 10 ，求

圓C的方程式：     。（兩解） 
【解答】(x + 1)2 + y2 = 20 或(x − 5)2 + (y − 2)2 = 20 

【詳解】 102)42()13( 22 =−−+−=AB  ∴ 圓C半徑 = 201010 =+  

設圓心O(a，b)， AB 中點M(2，1) 

⎩
⎨
⎧

\_____

OM ．
\_____

AB = 0
10=OM

　⇒　
⎩
⎨
⎧a − 3b = − 1……

(a − 2)2 + (b − 1)2 = 10……
 

代入 得b = 0 或 2，代回 得a = − 1 或 5， 
  故(a，b) = (− 1，0)或(5，2) 
∴ 圓C：(x + 1)2 + y2 = 20 或(x − 5)2 + (y − 2)2 = 20 
 

11.求過P(1，1)且與圓x2 + (y − 3)2 = 1 相切的直線方程式：     。（兩解） 

【解答】x = 1 或 y − 1 = −
4
3 (x − 1) 

【詳解】P(1，1)代入圓方程式得 12 + (1 − 3)2 = 5 > 1 ∴ P在圓外 
設切線為y − 1 = m(x − 1)，即mx − y − m + 1 = 0 

22 )1(

|130|

−+

+−−⋅

m

mm
= 1 ⇒ m = −

4
3

 ⇒ 切線y − 1 = −
4
3 (x − 1)，另一無斜率，即x = 1 
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12.若圓x2 + y2 − 6x + ky +  = 0 切直線 3x − 4y = 8 於點(4，1)，則 2k + 的值為     。 

【解答】
3
7  

【詳解】圓x2 + y2 − 6x + ky +  = 0 切直線 3x − 4y = 8 於點(4，1) 

     故圓在點(4，1)的切線方程式 4x + y − 6． +
+

+
+

2
1

2
4 ykx

= 0 

     ⇒ 2x + (2 + k)y + k + 2  − 24 = 0，此即為 3x − 4y − 8 = 0 

∴ 
8

242
4

2
3
2

−
−+

=
−
+

=
kk

，解得k =
3
14−

，  =
3

35
，所求 2k +  =

3
7

3
35

3
28

=+
−  

13.若x2 + y2 + z2 − 2kx − 4ky + 2z + 4k2 + 2k + 4 = 0 之圖形為球面，求k的範圍     。 
【解答】k > 3 或 k < − 1 
【詳解】x2 + y2 + z2 − 2kx − 4ky + 2z + 4k2 + 2k + 4 = 0 

     ⇒ (x − k)2 + (y − 2k)2 + (z + 1)2 = − 4k2 − 2k − 4 + k2 + 4k2 + 1 = k2 − 2k − 3 
圖形為球面 ∴ k2 − 2k − 3 > 0 ⇒ (k − 3)(k + 1) > 0 ⇒ k > 3 或k < − 1 

14.球心在y軸上且通過兩點(0，2，2)及(4，0，0)的球面方程式為     。 
【解答】x2 + (y + 2)2 + z2 = 20 
【詳解】球心在y軸上，設球心Q(0，b，0)，因球過兩點A(0，2，2)及B(4，0，0) 

∴ QBQA = ，得(b − 2)2 + 4 = 42 + b2 ⇒ b = − 2 

球心Q(0，− 2，0)，半徑r = 2024 22 =+=QA ，故球面方程式為x2 + (y + 2)2 + z2 = 20 
15.若過空間中四點(0，0，0)，(1，0，0)，(0，2，0)，(0，0，3)的球面方程式為x2 + y2 + z2 

+ dx + ey + fz + g = 0，則d + e + f + g =     。 
【解答】− 6 
【詳解】 

球面S：x2 + y2 + z2 + dx + ey + fz + g = 0 

代入S ⇒ ，得  

故d + e + f + g = (− 1) + (− 2) + (− 3) = − 6 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

)300(
)020(
)001(
)000(

，，

，，

，，

，，

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

=

039
024

01
0

gf
ge

gd
g

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
−=
−=
−=

0
3
2
1

g
f
e
d

16.求平面E：x + 3y + z = 1 與球面S：x2 + y2 + z2 + 2x − 4y = 11 所交之圓的圓心坐標     

。 

【解答】 )
11

4    
11
10    

11
15( −−

，，  

【詳解】 
球面S：x2 + y2 + z2 + 2x − 4y = 11 ⇒ (x + 1)2 + (y − 2)2 + z2 = 16，球心A( − 1，2，0)  
平面E：x + 3y + z = 1，法向量 n = (1，3，1) 

設圓心B(x，y，z)，則
\____

AB = (x + 1，y − 2，z) // (1，3，1) 
∴ (x + 1，y − 2，z) = t(1，3，1)，t ∈ R ⇒ (x，y，z) = (t − 1，3t + 2，t)代入平面E 

⇒ t − 1 + 3(3t + 2) + t = 1 ∴ t =
11

4−
 ∴ (x，y，z) = )

11
4    

11
10    

11
15( −−

，，  
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17.求直線L：
411

3 zyx
==

−
−

與球面S：x2 + y2 + z2 − 12z + 27 = 0 的交點坐標     。 

【解答】(2，1，4)及(1，2，8) 
【詳解】設交點坐標為( − t + 3，t，4t)，代入S得( − t + 3)2 + t2 + (4t)2 − 12(4t) + 27 = 0 

⇒ t2 − 3t + 2 = 0 ⇒ t = 1 或 2 ∴ 二交點為(2，1，4)及(1，2，8) 
18.已知球面S：x2 + y2 + z2 − 2x − 2y − 7 = 0，求過點P(2，− 1，− 2)且與球面S相切的平面方

程式為     。 
【解答】x − 2y − 2z − 8 = 0 
【詳解】 

球面S：x2 + y2 + z2 − 2x − 2y − 7 = 0 ⇒ (x − 1)2 + (y − 1)2 + z2 = 9，球心(1，1，0) 
又(2 − 1)2 + ( − 1 − 1)2 + ( − 2)2 = 9 ∴ P(2，− 1，− 2)在球面上 
所求之切平面方程式為(2 − 1)(x − 1) + ( − 1 − 1)(y − 1) + ( − 2)z = 9，即x − 2y − 2z − 8 = 0 

19.通過點A(2，1，0)與B(
2
1

，0，1)的平面E，若與球面S：x2 + y2 + z2 = 1 相切，則平面E的

方程式為     。 
【解答】2x − y + 2z = 3 或 2x + 3y + 6z = 7 
【詳解】 

⎩
⎨
⎧

=−+
=−−

⇔
−

=
−

=
−

01
0132

      
22

1
3

2    
zy

yx
ABzyxAB ：　　：  

設E：(2x − 3y − 1) + t(y + z − 1) = 0，即E：2x + (t − 3)y + tz − (1 + t) = 0 
∵ E與S：x2 + y2 + z2 = 1 相切 ∴ 球心O(0，0，0)到E的距離 = 半徑 

⇒ 
22)3(4

|1|
tt

t
+−+

+ = 1 ⇒ t = 2 或t = 6 ∴ E：2x − y + 2z = 3 或 2x + 3y + 6z = 7 

20.點P(1，2，3)到球面S：(x + 1)2 + y2 + z2 = 10 的切線段長為     ，所有切點形成一

個圓，此圓所在平面方程式為     ，圓的圓心坐標為     。 

)
17
30    

17
20    

17
3( ，，【解答】(1) 7  (2) 2x + 2y + 3z = 8 (3)  

【詳解】   
S：(x + 1)2 + y2 + z2 = 10 的球心Q( − 1，0，0)，過P(1，2，3)作球的

切線，一切點T 

(1)切線段長 710)944(22
=−++=−= rPQPT  

(2)所有切點所成的圓即以P為中心， PT 為半徑的球面S ′與球面S  
  的交圓，此圓所在平面E即為兩球的根平面， 
  S ′的方程式為(x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 = 7 
平面E的方程式為[(x + 1)2 + y2 + z2 − 10] − [(x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 − 7] = 0 
即 2x + 2y + 3z = 8 

(3)兩球面交圓的圓心為球心連線PQ與平面E的交點，直線PQ的方程式：
322

1 zyx
==

+  

  設圓心R( − 1 + 2t，2t，3t)代入E：2x + 2y + 3z = 8 得 2( − 1 + 2t) + 2(2t) + 3(3t) = 8 
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   ⇒ t =
17
10

，故R )
17
30    

17
20    

17
3( ，，  

21.球面S：x2 + y2 + z2 = 10 上有兩點A(1，0，− 3)，B( − 2， 5 ，1)，一隻螞蟻沿著球面由A
爬行至B，其最小的路程為     。 

【解答】 π
3
102  

【詳解】  
球心為 O(0，0，0)，半徑為 10 ， 

 = (1，0，− 3)，  = ( − 2，
\____

OA
\____

OB 5 ，1)  

∵ θcos
\____\____

OBOAOBOA ⋅=⋅  ⇒ − 5 = θcos1010  ⇒ cosθ = −
2
1

 ⇒ θ = 120° 

︵
AB 長 = 2 ππ

3
102

360
120)10( =

°
°

⋅  ∴ 螞蟻爬行的最小路程為 π
3
102  

22.給定球面S：x2 + y2 + z2 − 4x + 6y = 0， 
(1)試求通過點(5，− 3，2)且與S相切的平面方程式為     。 

(2)若直線L：
2

2
13

2 −
==

− zyx
與球面S相交於A，B兩點，求線段 AB 長 =      。 

【解答】(1) 3x + 2z = 19 (2) 14  
【詳解】 

S：(x − 2)2 + (y + 3)2 + z2 = 13 ⇒ 圓心O(2，− 3，0)，半徑 13  
(1) Q(5，− 3，2)代入S方程式得(5 − 2)2 + ( − 3 + 3)2 + 22 = 13 ∴ Q在S上 

⇒ 平面E切S於Q(5，− 3，2)。 = (3，0，2) ∴ E：3x + 2z = 19 
(2)設L上一點P(2 + 3t，t，2 + 2t) 

\____

OQ

2
OP = (3t)2 + (t + 3)2 + (2 + 2t)2 = 14t2 + 14t + 13 = 14(t +

2
1 )2 +

2
19  

∴ OP 最小值 = d(O，L) =
2

19
， 14

2
14    2

2
19132 ==−= ．AB  

 
23.求過圓x2 + y2 + 2x − 4y + 1 = 0 與直線 2x − y + 4 = 0 之交點，且與y軸相切的圓方程式。（兩

解） 
【解答】x2 + y2 + 6x − 6y + 9 = 0 或x2 + y2 + 14x − 10y + 25 = 0 
【詳解】 

設所求的方程式為x2 + y2 + 2x − 4y + 1 + k(2x − y + 4) = 0……  
令x = 0 得y2 − (k + 4)y + 4k + 1 = 0……  
因 與y軸相切，故 有等根 ∴ (k + 4)2 − 4(4k + 1) = 0 
即k2 − 8k + 12 = 0 ∴ k = 2，6， 
故x2 + y2 + 6x − 6y + 9 = 0 與x2 + y2 + 14x − 10y + 25 = 0 為所求 

24.三直線 x − y − 9 = 0，x + 2y = 0，3x − y − 7 = 0 圍成一個三角形，求此三角形之外接圓方

程式。 
【解答】x2 + y2 − 4x + 12y + 15 = 0 
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【詳解】 
x − y − 9 = 0…… ；x + 2y = 0…… ；3x − y − 7 = 0……  
解 得(6，− 3)，解 得(− 1，− 10)，解 得(2，− 1) 
設此三角形的外接圓為x2 + y2 + dx + ey + f = 0，因過(6，− 3)，(− 1，− 10)，(2，− 1) 

∴ ，解之得d = − 4，e = 12，f = 15 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=++−−

=++−

052
010110

04536

fed
fed

f

 
25.三直線x = 0，3x − 4y − 5 = 0 及 3x + 4y + 10 = 0 所圍成三角形內切圓的方程式為     

。 

【解答】(x +
16
5 )2 + (y +

8
15 )2 = (

16
5 )2

【詳解】 
設L1：x = 0，L2：3x − 4y − 5 = 0，L3：3x + 4y + 10 = 0 
L1，L2，L3圍成三角形如下圖，設內心I(a，b)，則 

 
(1) I在L1，L2之一交角平分線上 ⇒ − a =

5
543 −− ba

 ⇒ 8a − 4b = 5……  

(2) I在L1，L3之一交角平分線上 ⇒ − a =
5

1043 ++ ba
 ⇒ 8a + 4b = − 10……  

解 ， 得a = −
16
5

，b = −
8

15
 ∴ 內心I (−

16
5

，−
8

15 ) 

又圓之半徑r = d(I，L1) =16
5

，故內切圓之方程式為(x +
16
5 )2 + (y +

8
15 )2 = (

16
5 )2
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