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一. 填充題 (每題 10 分) 

 1、遞迴數列< an >， 且1 1a = 1
1( )
3

n
n na a+ = ⋅ ，則 3a =_______，an的通式為______。  

答答案案：：
( 1)

21 1, ( )
27 3

n n−

  

解解析析：：  

1 1a =   

1
2 1

2
3 2

3
4 3

1
1

1( ) ,
3
1( ) ,
3
1( ) ,
3

1( ) ,
3

n
n n

a a

a a

a a

a a −
−

=

=

=

=

# #

  

全全部部相相乘乘  
1 2 2

( 1)
1 2 3 ( 1) 2

1 1 1 11 ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3
1 11 ( ) ( )
3 3

n n
n

n n
n

a − −

−
+ + + + −

= ⋅ ⋅

= ⋅ ="

" 1

  

((11)) 
3(3 1)

2
3

1 1( )
3 2

a
−

= =
7
，(2)  

( 1)
21( )

3

n n

na
−

=  

2、求
1 1 1 1

1 3 3 5 5 7 99 101
+ + + +

× × × ×
" =______。  

答答案案：：
50

101
  

解解析析：：原原式式
1 2 2 2 2[ ]
2 1 3 3 5 5 7 99 101

= + + + +
× × × ×

"   

1 1 1[(
2 1 3

= −
1) (
3

+
1
5

−
1) (
5

+
1
7

−
1) (
99

+ +" 1 )]
101

−   

1 1 1 100(1 )
2 101 2 101

= − = ×
50

101
= 。。 

3、設 ，且a14 n na a −= + 4 1 = 1，(1)試求a4 = ______，(2)寫出an的通式為______。  

答答案案：：((11)) 85
64

((22)) 4 1[1 ( ) ]
3 4

n−   

解解析析：： 1
4 44 4 4( )
3 3n n n na a a a−= + ⇒ − = −1− ( Why? 想一想 )  
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1
4 44( )
3 3n na a −− = −   

1 2
4 44( )
3 3n na a− −− = −   

)

3 2

2 1

             
4 4    4( )
3 3
4 44( )
3 3

a a

a a

− = −

× − = −

#

  

1
1

4 4  4 ( )
3 3

n
na a− − = −   

1

4 1 4  ( ) (1 )
3 4 3n na −− = − na⇒ =  

4 1[1 ( ) ]
3 4

n−   

((11)) 4
4

4 1[1 ( ) ]
3 4

a = − =   
85
64

    ，，((22))  na =
4 1[1 ( ) ]
3 4

n−  

4、設數列 的遞迴定義為  ，則nc< > 1

1

1
2n n

a
a a+

=⎧
⎨ = +⎩ n 20a =_______。  

答答案案：：338811  

解解析析：： 20 19    a a= 2 19+ ×   

19   a 18a= 2 18+ ×   

3

             

    a

#

2a=

) 2

2 2

a

+ ×

+ 1 2 1a= + ×

  

20 1
19 20  2(1 19) 1 2 381

2
a a ⋅

= + + + = + ⋅ =" 。。 

 
5、有一數列依照規則排列如下 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, …,

( 1 )

,  , ,  
n

n n n
+

��	�

個

… …  則a160 = ______，又前

160 項之和S160 = ______。  
答答案案：：1177,,  11776688  

解解析析：：1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, …,   
( 1 )

,  , ,  
+A

A A A���	��

個

… …,

因因  [[22  ++  33  ++……++  ((AA  ++  11))]]  <<  116600，，則則  AA  之之最最大大值值為為 1166  

22  ++  33  ++……++  1177  ==  115522 則則aa116600  ==  1177  
160

16

1

1 2 2 3 3 4 16 17 17 8

( 1) 17 8 17 8 171 16 17 18 68
3k

S

k k
=

= × + × + × + + × + ×

= + + × +× × ××= =∑

""
 

6、遞迴數列< an >，已知a1 = 1,且 ，則(1)a1 ( 1n na a n−= + − )

=

5 = ______，(2)an的通式為______，

(3) ______。  
1

n

n k
k

S a
=

= ∑
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答答案案：：((11))1111((22))
2 2

2
n n− +

((33)) 2( 5
6
n n + )     

解解析析：：((11))   5 4 3 14 3 4 1 2 3 4a a a a= + = + + = = + + + + =… 11
((22))   

  

全全部部相相加加  

1 1a =

2 1

3 2

4 3

1

1,
2,
3,

( 1)n n

a a
a a
a a

a a n−

= +
= +
= +

= + −
# #

,

2( 1) 21 [1 2 3 ( 1)] 1
2 2n

n n n na n − − +
= + + + + + − = + ="

2
2

1 1 1 1 1

2 2

2 1(3) [ 2]
2 2

1 ( 1)(2 1) ( 1) 2 (2 10) (
2 6 2 12 6

n n n n n

n k
k k k k k

k kS a k k

n n n n n n nn n n

= = = = =

− +
= = = − +

+ + +⎡ ⎤= − + = + =⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

5)+
 

二. 證明題 (每題 10 分) 

1、設 ，試證 。  n∈` 21 3 5 (2 1)n n+ + + + − ="
答答案案：：((11))當當 時時，，左左式式 ，，右右式式1n = 1= 2(2 1 1) 1= × − = ，，∴∴左左式式=右右式式，，故故成成立立  

((22))設設n 時時成成立立，，   
當當 時時，，1 3   
                          

k= 21 3 5 (2 1)k k+ + + + − ="
1n k= + 5 (2 1) (2 1)k k+ + + + − + +"

2 (2 1)k k= + + 2( 1)k= + ，，故故成成立立。。  
∴∴根根據據數數學學歸歸納納法法，， ，，原原式式恆恆成成立立。。 n∀ ∈`

2、設 p 為一正質數，n∈` , 2 1 2( ) 3 2n nf n + += +  
(1) ，使得n∀ ∈` ( )p f n ，則 p = ________。 

(2)試證明你的推論是正確的。  
答答案案：：((11))當當 時時，，1n = (1) 35 5 7p f = = ×   

當當 時時，，2n = (2) 259 7 37p f = = ×   

∴∴取取質質數數 。。  7p =

((22))¬¬當當 時時，， 為為 77 的的倍倍數數  
−

1n = (1) 35f =
−設設 時時成成立立，，∴∴   n k= 2 1 2( ) 3 2 7 ,k kf k m m+ += + = ∈`
  當當 時時，，左左式式1n k= + 2 3 3( 1) 3 2k kf k + += + = +   

                      (2 1) 2 ( 2) 13 2k k+ + += + +

2
  

                      2 1 2 23 3 2k k+ += ⋅ + ⋅   
                      2 1 2 29(3 2 ) 7 2k k k+ + += + − ⋅   

                      29 7 7 2km += ⋅ − ⋅   
                      為為 77 的的倍倍數數，，故故成成立立。。  27(9 2 )km += −

∴∴根根據據數數學學歸歸納納法法，， ,,n∀ ∈` 2 1 27 ( ) 3 2n nf n + += + 。。 

3、試證平方數列的首 n 項和為 
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2 2 2 2 ( 1)(2 11 2 3
6

n n nn + +
+ + + + =" )

。  

答答案案：：((11))在在 時時，，左左式式 ，，右右式式==1n = 21 1= =
1 2 3 1

6
⋅ ⋅

= ，，故故成成立立。。  

((22))設設n 時時成成立立：：k= 2 2 2 2 ( 1)(2 1)1 2 3
6

k k kk + +
+ + + + =" 。。  

    當當 時時，，   

                              

1n k= + 2 2 2 21 2 3 ( 1)k k+ + + + + +" 2

2( 1)(2 1) ( 1)
6

k k k k+ +
= + +   

                              
( 1) [ (2 1) 6( 1)]

6
k k k k+

= + + +       

                              2( 1) [2 7 6]
6

k k k+
= + +   

                              ( 1)( 2)(2 3)
6

k k k+ + +
=       也也成成立立。。  

由由((11))與與((22))，，根根據據數數學學歸歸納納法法，，知知此此命命題題對對一一切切自自然然數數 nn 都都成成立立。。 

4、試證明對任何自然數 n， 恒為 17 的倍數。  2 2 3 15 2n+ + n−

答答案案：：((11))當當 成成立立  4 21,  5 2 625 4 629 17 37n = + = + = = ×

((22))設設 nn  ==  kk 時時成成立立    2 2 3 15 2 17 ,  k k m m+ −∴ + = × ∈ `̀  

        當當 nn  ==  kk  ++  11 時時，，  

    

2( 1) 2 3( 1) 1 2 2 3 1

2 2 3 1 3 1

2 2 2 2

5 2 25 5 8 2
25[5 2 ] 17 2
25 17 17 5 17 (25 5 ) 17  

k k k k

k k k

k km m

+ + + − + −

+ − −

+ +

+ = ⋅ + ⋅

= + − ×

= × − × = × − 為 的倍數

  

根根據據數數學學歸歸納納法法，， n∀ ∈ `̀ 7，， 2 2 3 1 5 2 1n n+ −+ = 的的倍倍數數恒恒成成立立。。 

5、設 ，試證n∈` 110 9 10n n+ − − 恆為 81 之倍數。  
答答案案：：((11))當當 時時，， 為為 8811 之之倍倍數數，，∴∴成成立立。。  1n = 210 9 10 81− − =

((22))設設n 時時成成立立，，   
則則 時時，，   

      
      

      
    為為 8811 之之倍倍數數，，∴∴成成立立。。  
∴∴根根據據數數學學歸歸納納法法，， ，，原原式式恆恆成成立立。。 

k= 110 9 10 81   ( )k k m m+ − − = ∈`
1n k= + 1 110 9( 1) 10k k+ + − + −

1 110 9 19k k+ + − −
110 (10 9 10) 81 81k k k+= ⋅ − − + +

10 81 81 81m k= ⋅ + +
81(10 1)m k= + +

n∀ ∈`
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