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 絕對不等式 

例題 1 

設 a，b，c  ，試用柯西不等式證明：
 a4＋b4＋c4 

3 ≧（
 a2＋b2＋c2 

3 ）2
，且只有在  

a2＝b2＝c2 時，上式等號才成立‧ 

解析：∵［（a2）2＋（b2）2＋（c2）2］（12＋12＋12）≧（a2＋b2＋c2）2 

 3（a4＋b4＋c4）≧（a2＋b2＋c2）2 

 
 a4＋b4＋c4 

3 ≧（
 a2＋b2＋c2 

3 ）2 

等號在 
 a2 

1 ＝
 b2 

1 ＝
 c2 

1  時成立，亦即等號在 a2＝b2＝c2 時成立 

例題 2 

設 x，y  ，若 9x2＋4y2＝45，則： 

 ( )1  當數對（x，y）＝    時，3x－4y 有最大值為    ‧ 

 ( )2  當數對（x，y）＝    時，3x－4y 有最小值為    ‧ 

解析：［（3x）2＋（2y）2］［12＋（－2）2］≧（3x－4y）2 

 45×5≧（3x－4y）2 

－15≦3x－4y≦15 

 ( )1  當 
 3x 
1 ＝

2y
－2  且 3x－4y＝15 

亦即數對（x，y）＝（1，－3）時，3x－4y 有最大值為 15 

 ( )2  當 
 3x 
1 ＝

2y
－2  且 3x－4y＝－15 

亦即數對（x，y）＝（－1，3）時，3x－4y 有最小值為－15 

例題 3 

設 x，y，z  ，若 4（x－1）2＋（y＋2）2＋（z－3）2＝1，則 2x－y＋2z 之最大值為  ，

最小值為   ‧ 

解析：［（2x－2）2＋（y＋2）2＋（z－3）2］［12＋（－1）2＋22］≧（2x－2－y－2＋2z－6）2 

 1×6≧（2x－y＋2z－10）2 
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－ 6 ≦2x－y＋2z－10≦ 6  

 10－ 6 ≦2x－y＋2z≦10＋ 6  

例題 4 

設 x，y，z  ，若 x＋y－2z＝4，則當序組（x，y，z）＝    時， 
x2＋y2＋z2－2x＋4y＋3 有最小值為    ‧ 

解析：x2＋y2＋z2－2x＋4y＋3＝（x－1）2＋（y＋2）2＋z2－2 

［（x－1）2＋（y＋2）2＋z2］［12＋12＋（－2）2］≧（x－1＋y＋2－2z）2 

［（x－1）2＋（y＋2）2＋z2］×6≧（4－1＋2）2 

（x－1）2＋（y＋2）2＋z2≧
 25 
6  （x－1）2＋（y＋2）2＋z2－2≧

 13 
6  

等號在 
 x－1 

1 ＝
 y＋2 

1 ＝
z

－2 ＝t 且 x＋y－2z＝4 時成立 

 x＝t＋1，y＝t－2，z＝－2t 代入 x＋y－2z＝4 中 

（t＋1）＋（t－2）－2（－2t）＝4  6t＝5  t＝
 5 
6  

 x＝
 11 
6 ，y＝－

 7 
6 ，z＝－

 5 
3  

故當序組（x，y，z）＝（
 11 
6 ，－

 7 
6 ，－

 5 
3 ）時 

x2＋y2＋z2－2x＋4y＋3 有最小值為 
 13 
6  

例題 5 

設 x，y，z  ，且 x2＋y2＋z2≠0，則 
2x－y＋3z

 x2＋y2＋z2  
 之最大值為 ，最小值為 ‧ 

解析：（x2＋y2＋z2）［22＋（－1）2＋32］≧（2x－y＋3z）2 

（x2＋y2＋z2）×14≧（2x－y＋3z）2 

 
（2x－y＋3z）2 

x2＋y2＋z2 ≦14 

 
｜2x－y＋3z｜

x2＋y2＋z2 
≦ 14  

－ 14 ≦
2x－y＋3z

 x2＋y2＋z2  
≦ 14  
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故得最大值為 14 ，最小值為－ 14  

例題 6 

設 x，y，z   且 x2＋y2＋z2＝16‧若 x＋y＋kz 之最大值為 8 3 ，則 k＝    ‧ 

解析：∵（x2＋y2＋z2）（12＋12＋k 2）≧（x＋y＋kz）2 

 16×（k 2＋2）≧（x＋y＋kz）2 

－4 k 2＋2 ≦x＋y＋kz≦4 k 2＋2  

又 x＋y＋kz 之最大值為 4 k 2＋2 ＝8 3  

 k 2＋2 ＝2 3 ＝ 12  k 2＋2＝12  k＝± 10  

 

例題 7 

設 a，b，c 為正數，且 a＋2b＋3c＝8‧試利用算幾不等式證明：ab2c≦
 16 
3 ，且只有在 

a＝b＝3c＝2 時，上式等號才成立‧ 

解析：由算幾不等式知
 a＋b＋b＋3c 

4 ≧
4 a．b．b．3c  

 
8
 4 ≧

4 3ab2c   3ab2c≦16  ab2c≦
 16 
3  

等號在 a＝b＝3c ＝t 且 a＋2b＋3c＝8 時成立 

解之得 a＝2，b＝2，c＝
 2 
3 ，故在 a＝b＝3c＝2 時，等號成立 

 

例題 8 

設 x，y 均為正數，且 x＋2y＝12，則： 

 ( )1  當數對（x，y）＝    時，xy 有最大值為    ‧ 

 ( )2  當數對（x，y）＝    時，xy2 有最大值為    ‧ 

解析： ( )1  
 x＋2y 

2 ≧ 2xy   2xy ≦6  2xy≦36  xy≦18 

等號在 x＝2y＝t 且 x＋2y＝12 時成立，解之得 x＝6，y＝3 

故當數對（x，y）＝（6，3）時，xy 有最大值為 18 

 ( )2   x＋y＋y 
3 ≧

3 xy2   
3 xy2 ≦4  xy2≦64 

等號在 x＝y＝t  且 x＋2y＝12 時成立，解之得 x＝4，y＝4 

故當數對（x，y）＝（4，4）時，xy2 有最大值為 64 
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例題 9 

設 x，y 均為正數，且 xy2＝54，則當數對（x，y）＝  時，2x＋y 有最小值為  ‧ 

解析：
 2x＋

 1 
2  y＋

 1 
2  y 

3 ≧
3

（2x）×（
 1 
2  y）×（

 1 
2  y）  

 
 2x＋y 

3 ≧
3  1 

2  xy2 ≧
3  1 

2 ×54 ＝3 

 2x＋y≧9 

等號在 2x＝
 1 
2  y＝t  且 xy2＝54 時成立，解之得 x＝

 3 
2 ，y＝6 

故當數對（x，y）＝（
 3 
2 ，6）時，2x＋y 有最小值為 9 

例題 10 

設 x，y，z 均為正數，且 x＋2y＋3z＝12，則當序組（x，y，z）＝    時，xy2z 

有最大值為    ‧ 

解析： x＋y＋y＋3z 
4 ≧

4 xy2（3z）＝
4 3xy2z  

 
 12 
4 ≧

4 3xy2z  3xy2z≦81  xy2z≦27 

等號在 x＝y＝3z＝t  且 x＋2y＋3z＝12 時成立，解之得 x＝3，y＝3，z＝1 

故當序組（x，y，z）＝（3，3，1）時，xy2z 有最大值為 27 

例題 11 

若 a 為正數，則當 a＝    時，a＋2＋
36

 a＋4  有最小值為    ‧ 

解析：∵a＞0 ∴a＋4＞0 

 

（a＋4）＋
36

 a＋4  

2 ≧ （a＋4）×
36

 a＋4  ＝ 36 ＝6 

 a＋4＋
36

 a＋4 ≧12  a＋2＋
36

 a＋4 ≧10 

等號在 a＋4＝
36

 a＋4  時成立 （a＋4）2＝36  a＋4＝6 或－6  a＝2 或－10（不合） 

故當 a＝2 時，a＋2＋
36

 a＋4  有最小值為 10 

 



5 
 

 

例題 12 

已知一長方體的體積為 64 立方公尺，則其表面積之最小值為    平方公尺‧ 

解析：設長為 x 公尺，寬為 y 公尺，高為 z 公尺，則 xyz＝64 

又 
 xy＋yz＋zx 

3 ≧
3

（xy）（yz）（zx）＝
3

（xyz）2 ＝3 642 ＝16 

 xy＋yz＋zx≧48 

 2（xy＋yz＋zx）≧96 

等號在 xy＝yz＝zx＝t  且 xyz＝64 時成立，解之得 x＝y＝z＝4 

故當長、寬、高均為 4 公尺時，其表面積有最小值為 96 平方公尺 
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 二次不等式與高次不等式 
 1.  二次函數的恆正與恆負 

f（x）＝ax2＋bx＋c，a，b，c  ，a≠0，令 D＝b2－4ac， 

 ( )1  ○１  若 f（x）＞0 恆成立（恆在 x 軸上方）  a＞0，D＜0‧ 

○２  若 f（x）≧0 恆成立  a＞0，D≦0‧ 

 ( )2  ○１  若 f（x）＜0 恆成立（恆在 x 軸下方）  a＜0，D＜0‧ 

○２  若 f（x）≦0 恆成立  a＜0，D≦0‧ 

 2.  一元高次不等式之解法： 

 ( )1  先因式分解為一次因式或二次因式的乘積‧ 

 ( )2  再分別討論各因式之正、負情形即得其解‧ 

 條件不等式 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例題 1 

聯立不等式 


 x2－3x－4＜0

 x3＋x2－8x－12＞0 之解為    ‧ 

■解：x2－3x－4＜0 （x－4）（x＋1）＜0 

－1＜x＜4……………○１  

x3＋x2－8x－12＞0 （x＋2）（x2－x－6）＞0 

（x＋2）（x－3）（x＋2）＞0 （x＋2）2（x－3）＞0 

 x＞3 …………………○２  

由○１ 、○２ 知 3＜x＜4 

 

例題 2 

不等式 x2－2x＋｜x－1｜＜1 之解為    ‧ 

■解： ( )1  當 x≧1 時，原式  x2－2x＋（x－1）＜1 

 x2－x－2＜0 （x－2）（x＋1）＜0 

－1＜x＜2，又 x≧1  1≦x＜2 

 ( )2  當 x＜1 時，原式  x2－2x－（x－1）＜1 

 x2－2x－x＋1＜1  x2－3x＜0 

 x（x－3）＜0  0＜x＜3，又 x＜1  0＜x＜1 

由 ( )1 、 ( )2 知不等式 x2－2x＋｜x－1｜＜1 之解為 0＜x＜2 
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 二元一次不等式之幾何意義 
設 L：ax＋by＋c＝0 表平面上一直線，而 a＞0，則： 

 ( )1  ax＋by＋c＜0，表 L 左方但不包含 L 之半平面‧ 

 ( )2  ax＋by＋c＞0，表 L 右方但不包含 L 之半平面‧ 

 ( )3  ax＋by＋c≦0，表 L 左半平面與 L 之聯集，如圖 ( ) 一‧ 

 ( )4  ax＋by＋c≧0，表 L 右半平面與 L 之聯集，如圖 ( ) 二‧ 

      
圖 ( ) 一                  圖 ( ) 二  

■註：若等號不成立，則以虛線表示‧ 

例題 3 

若對任何實數 x，不等式 
 2x2＋ax＋2 

x2－x＋1 ≦3 恆成立，則實數 a 之範圍為    ‧ 

■解：
∵x2－x＋1＝（x－

 1 
2 ）2＋

 3 
4  恆正 

故 
 2x2＋ax＋2 

x2－x＋1 ≦3 

 2x2＋ax＋2≦3x2－3x＋3（同乘 x2－x＋1） 

 x2－（a＋3）x＋1≧0 

∵對於任何實數 x 恆成立 

∴D＝（a＋3）2－4≦0 

 a2＋6a＋5≦0 

（a＋1）（a＋5）≦0 

－5≦a≦－1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

1

︱2 
2

︱1 
3

︱2 
例題 4 

試作下列各不等式之圖形： 

 ( )1  x＋3y＞3‧  ( )2  x－2y≦4‧  ( )3  y＜－3‧ 

■解： ( )1    ( )2    ( )3   

 

 

 

 

 

例題 5 

試作下列各聯立不等式的圖形： 

 ( )1  



 x－y－2≦0

 x＋2y－8≧0
 y≦4

‧  ( )2  6－3x≦y－2≦x≦5‧  ( )3 （x＋y－4）（x－2y＋4）≦0‧ 

■解： ( )1   

 ( )2  6－3x≦y－2≦x≦5 

即 



 6－3x≦y－2

 y－2≦x
 x≦5

  



 3x＋y≧8

 x－y≧－2
 x≦5

 

 ( )3   
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例題 6 

設 A（5，6），B（－3，0），C（2，－3）為坐標平面上的三個點， 

 ( )1  試以聯立不等式表示△ABC 的內部（不含邊界）‧ 

 ( )2  若點 P（k，2k－1）為△ABC 內部任一點，則實數 k 的範圍為    ‧ 

■解：
 ( )1  ∵m ←→

AB
＝

6－0
 5－（－3）

＝
 6 
8 ＝

 3 
4  

∴ 
←→AB  之方程式為 3x－4y＝－9 

∵m←→
BC

＝
－3－0

 2－（－3）
＝

－3 
5  

∴ 
←→BC  之方程式為 3x＋5y＝－9 

∵m←→
AC

＝
 6－（－3）

5－2 ＝
 9 
3 ＝3 

∴ 
←→AC  之方程式為 3x－y＝9 

故以 



 3x－4y＞－9

 3x＋5y＞－9
 3x－y＜9

 表△ ABC 之內部 

 ( )2  ∵P（k，2k－1）為△ ABC 內部任一點 

∴3k－4（2k－1）＞－9 

－5k＞－13，即 k＜
 13 
5 ………………○１  

3k＋5（2k－1）＞－9 

 13k＞－4，即 k＞－
4

 13  ……………○２  

3k－（2k－1）＜9，即 k＜8……………○３  

由○１ 、○２ 、○３ 知 k 之範圍為－
4

 13 ＜k＜
 13 
5  
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 二次函數的極值 
設 a，b，c 為實數，a≠0，對給定的二次函數 

 f（x）＝ax2＋bx＋c＝a（x＋
b

 2a ）
2－

 b2－4ac 
4a  

 ( )1  若 a＞0 時，則當 x＝－
b

 2a ，f（x）有最小值為－
 b2－4ac 

4a ‧ 

 ( )2  若 a＜0 時，則當 x＝－
b

 2a ，f（x）有最大值為－
 b2－4ac 

4a ‧ 

例題 7 

在二元一次聯立不等式 





 0≦x≦7
 0≦y≦4
 0≦x＋y≦9
 4x＋5y≧30

 的可行解區域中，有    個格子點‧ 

■解：





 0≦x≦7
 0≦y≦4
 0≦x＋y≦9
 4x＋5y≧30

，x，y   

以上不等式組作圖如右 

故（x，y）的非負整數解為 

y 1 2 3 4 

x 7 5，6，7 4，5，6 3，4，5 

（x，y）共有 1＋3＋3＋3＝10 組解 

故有 10 個格子點 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例題 8 

設函數 f（x）＝4－ x2－2x＋5 ，則當 x＝    時，f（x）有最大值為    ‧ 

■解：f（x）＝4－ x2－2x＋5  

＝4－ （x－1）2＋4  

當 x＝1 時，f（x）有最大值為 4－ 02＋4 ＝4－2＝2 
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例題 9 

設 f（x）＝（x2－2x＋3）（x2－2x＋4）＋x2－2x＋5，則當 x＝    時，f（x）有最

小值為    ‧ 

■解：令 t＝x2－2x＝（x－1）2－1≧－1 

∴g（t）＝f（x） 

＝（x2－2x＋3）（x2－2x＋4）＋x2－2x＋5 

＝（t＋3）（t＋4）＋t＋5 

＝t 2＋7t＋12＋t＋5 

＝t 2＋8t＋17 

＝（t＋4）2＋1，又 t≧－1 

 當 t＝－1，g（t）＝f（x）有最小值為 10，此時 x2－2x＝－1  x＝1 

故當 x＝1 時，f（x）有最小值為 10 

 

 

 

 

 

例題 10 

設 x2＋4y2＝4，則 2x＋4y2＋5 之最大值為    ，最小值為    ‧ 

■解：∵x2＋4y2＝4 

 4y2＝4－x2≧0 

 x2≦4 

－2≦x≦2 

2x＋4y2＋5＝2x＋（4－x2）＋5 

＝－x2＋2x＋9 

＝－（x－1）2＋10，又－2≦x≦2 

故當 x＝1 時，2x＋4y2＋5 有最大值為 10 

當 x＝－2 時，2x＋4y2＋5 有最小值為 1 
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例題 11 

如右圖，正方形 ABCD 的邊長為 12 公分，動點 P，Q，R 分別 

在 A̅B，B̅C，C̅D 上，且 A̅P＝B̅Q＝
 1 
2  C̅R，設 A̅P＝x，則： 

 ( )1  △PQR 之面積為    ‧（以 x 表示） 

 ( )2  當 x＝    公分時，△PQR 有最小面積為    平方公分‧ 

■解： ( )1  由右圖知 

△PQR 之面積 

＝正方形面積－△BPQ 面積－△CQR 面積 

－梯形 APRD 面積 

＝12×12－
 1 
2 ×x×（12－x）－

 1 
2 ×2x×（12－x）－

 1 
2 （x＋12－2x）×12 

＝144－6x＋
 1 
2  x2－12x＋x2－72＋6x 

＝
 3 
2  x2－12x＋72 

 ( )2  由 ( )1 知△PQR＝
 3 
2  x2－12x＋72＝

 3 
2 （x2－8x＋16）＋48＝

 3 
2 （x－4）2＋48 

故當 x＝4 公分時，△PQR 面積有最小值為 48 平方公分 

 

 

 

例題 12 

拋物線Γ：y2＝9x 上一點與直線 L：3x－4y＋24＝0 距離最短之坐標為    ，又最

短距離為    ‧ 

■解：設 P（t 2，3t）為拋物線 y2＝9x 上一點 

則 P 點到直線 L 之距離為 
｜3t2－12t＋24｜

32＋（－4）2 
＝

｜3（t－2）2＋12｜

5  

 當 t＝2 時，距離有最小值 
 12 
5  

故當 P（4，6）時，有最短距離為 
 12 
5  
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 線性規劃 
 1.  線性規劃：若一個應用問題涉及兩個變數 x，y，且 x，y 受到幾個二元一次不等式

的限制，又 P 是一個 x 與 y 的一次函數，則求 P 的最大值或最小值的問題就稱為

線性規劃‧其中 x，y 稱為決策變數，聯立不等式組稱為限制條件，滿足聯立不等

式組的圖形稱為可行解區域，而函數 P 稱為目標函數‧ 

 2.  線性規劃問題的解題步驟 

 ( )1  依題意，將所予條件列出 x，y 之不等式或不等式組‧ 

 ( )2  將不等式組以圖示之： 
○１  若求最大值，則圖形為封閉的凸多邊形區域‧ 

○２  若求最小值，則圖形經常是開放區域‧ 

 ( )3  令欲求之式為 k： 

○１  若求最大值，則必存在於凸多邊形的頂點‧ 

○２  若求最小值，則考慮其幾何意義‧ 

 線性規劃 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例題 1 

試在聯立不等式 





 3x＋2y≦30
 2x＋3y≦30
 4x＋y≦20
 x≧0，y≧0

 的條件下，求 4x＋12y 之最大值為    ‧ 

■解： 
由 

（x，y） 4x＋12y 

（0，0） 

（5，0） 

（3，8） 

（0，10） 

0 

20 

108 

120……最大 

故 4x＋12y 之最大值為 120 
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例題 2 

試在聯立不等式 





 4x＋y≧8
 x＋y≧5
 2x＋7y≧20
 x≧0
 y≧0

 的條件下，求 x＋2y 之最小值為    ‧ 

■解：不等式之圖形如右所示 

由 
（x，y） （0，8） （1，4） （3，2） （10，0）

x＋2y 16 9 7 10 

知 x＋2y 之最小值為 7 

 

 

 

 

 
 
例題 3 

若（x，y）為聯立不等式 



 3x＋y≧9
 x－2y≦－4
 x＋5y≦31

 所表示圖形上的任一點，且 P＝kx＋y 在 

（1，6）有極小值時，則 k 的範圍為    ‧ 

■解：
聯立不等式 



 3x＋y≧9

 x－2y≦－4
 x＋5y≦31

 之圖形如右圖三角形的區域 

其頂點為（1，6），（2，3），（6，5） 

（x，y） （1，6） （2，3） （6，5）

P＝kx＋y k＋6 2k＋3 6k＋5 

∵P＝kx＋y 在（1，6）有極小值 

∴ 


 k＋6≦2k＋3
 k＋6≦6k＋5  



 k≧3

 k≧
 1 
5

，故 k≧3 
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 應用問題 
有關線性規劃的應用問題的解法可按下列步驟進行： 

 ( )1  列表‧ 

 ( )2  求出不等式組與目標函數‧ 

 ( )3  作出可行解區域，求出頂點坐標‧ 

 ( )4  將頂點代入目標函數‧ 

例題 4 

在一個牽涉到兩個未知量 x，y 的線性規劃作業中，有三個限制條件‧坐標平面上符

合這三個限制條件的區域是一個三角形區域‧假設目標函數 ax＋by（a，b 是常數）在

此三角形的一個頂點（19，12）上取得最大值 31，而在另一個頂點（13，10）取得最

小值 23‧現因業務需要，加入第四個限制條件，結果符合所有限制條件的區域變成一

個四邊形區域，頂點少了（19，12），新增了（17，13）和（16，11）‧在這四個限制

條件下，請選出正確的選項‧ 

 ( )A  ax＋by 的最大值發生在（17，13）  ( ) B  ax＋by 的最小值發生在（16，11） 

 ( )C  ax＋by 的最大值是 30  ( )D  ax＋by 的最小值是 27‧ 【92.指考甲】 

■解：設目標函數 f（x，y）＝ax＋by 

則 f（19，12）＝19a＋12b＝31 

f（13，10）＝13a＋10b＝23 

∴a＝b＝1，亦即 f（x，y）＝x＋y 

又 f（17，13）＝17＋13＝30 

f（16，11）＝16＋11＝27 

∴後來的最大值為 30，最小值為 23 

故選  ( )A  ( )C  
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例題 5 

南北生技農場今年生產一種植物共 1 萬公斤，該植物每 200 公斤可提煉 1 公斤的中草

藥，每 5 公斤可製成 1 公斤的健康食品‧中草藥每公斤可獲利 5000 元，健康食品每

公斤可獲利 100 元；根據市場調查每年中草藥最大需求量為 30 公斤，健康食品最大

需求量為 1800 公斤‧如果南北生技農場決定提煉中草藥 x 公斤，並製成健康食品 y 公

斤，設 P 為其可獲利潤‧ 

 ( )1  試以 x，y 表示 P‧ 

 ( )2  如果想獲得最大利潤，則 x，y 的值為何？說明理由‧ 【93.指考乙】 

■解： ( )1  由題意得 P＝5000x＋100y 

 ( )2  因 



 0≦x≦30

 0≦y≦1800
 200x＋5y≦10000

，即 



 0≦x≦30

 0≦y≦1800
 40x＋y≦2000

 

其圖形如右，頂點是 

（0，1800），（0，0），（30，0），（30，800）， 
（5，1800），又 

（x，y） P＝5000x＋100y 

（0，1800） 180,000 

（0，0） 0 

（30，0） 150,000 

（30，800） 230,000……最大

（5，1800） 205,000 

故當 x＝30，y＝800 時，可獲得最大利潤 230,000 元 
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例題 6 

為預防禽流感，營養師吩咐雞場主人每天必須從飼料中提供至少 84 單位的營養素 A，
至少 72 單位的營養素 B 和至少 60 單位的營養素 C 給他的雞群‧這三種營養素可由兩

種飼料中獲得，且知第一種飼料每公斤售價 5 元並含有 7 單位的營養素 A，3 單位的營

養素 B 與 3 單位的營養素 C；第二種飼料每公斤售價 4 元並含有 2 單位的營養素 A，6 

單位的營養素 B 與 2 單位的營養素 C‧ 

 ( )1  若雞場主人每天使用 x 公斤的第一種飼料與 y 公斤的第二種飼料就能符合營養師吩

咐，則除了 x≧0，y≧0 兩個條件外，寫下 x，y 必須滿足的不等式組‧ 

 ( )2  若雞場主人想以最少的飼料成本來達到雞群的營養要求，則 x，y 的值為何？最少

的飼料成本又是多少？ 【95.指考乙】 

■解： ( )1  依題意，整理資料如下： 

營養素 
飼料 

A B C 售價 

第一種飼料（x） 7 3 3 5（元／公斤）

第二種飼料（y） 2 6 2 4（元／公斤）  

由以上可知 





 7x＋2y≧84
 3x＋6y≧72
 3x＋2y≧60
 x≧0，y≧0

  





 7x＋2y≧84
 x＋2y≧24
 3x＋2y≧60
 x≧0，y≧0

 

 ( )2  欲求花費 5x＋4y 之最小值 

 （0，42） （6，21） （18，3） （24，0）

5x＋4y 168 114 102 
最小 

120 

當 x＝18，y＝3 時，5x＋4y 有最小值 102 

故使用第一種飼料 18 公斤，使用第二種飼料 3 公斤可得最少的飼料成本 102 元 
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例題 7 

某歌唱訓練班根據以往的經驗得知：每花 10 萬元在報章雜誌上替歌手打廣告可以提

升歌手的形象指數 5 點，知名度指數 10 點；反之，若是在電台上，同樣花 10 萬元替

歌手打廣告，則可以提升歌手的形象指數 6 點，知名度指數 4 點‧根據市場調查發現

成為名歌星的形象指數至少 160 點，知名度指數亦至少 160 點，而且綜合指數（形象

指數與知名度指數的和）至少 360 點‧試問：歌唱訓練班要讓一位新歌手（假設其形

象指數與知名度指數皆為 0）成為名歌星至少應該花多少廣告費？這些廣告費報章雜

誌與電台應各分配多少，效果最好‧（請在坐標平面上畫圖求解） 【91.指考乙】 

■解：設需花費報章雜誌費 10x 萬元，電台費 10y 萬元 

則 





 x≧0，y≧0

 5x＋6y≧160
 10x＋4y≧160
 15x＋10y≧360

  





 x≧0，y≧0

 5x＋6y≧160
 5x＋2y≧80
 3x＋2y≧72

 

欲求目標函數 f（x，y）＝x＋y 之最小值 

作不等式組之圖形如右 

（x，y） f（x，y）＝x＋y 

（32，0） 32 

（14，15） 29 →最小值

（4，30） 34 

（0，40） 40 

∴廣告費應分配報章雜誌 140 萬元，電台 150 萬元， 

可得最小花費為 290 萬元 
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例題 8 

某公司所生產的產品存放在甲、乙兩倉庫分別有 50 

單位，40 單位，現在市場 A，市場 B 分別的需求量

是 20 單位，30 單位，右表是各倉庫運輸到各市場的

每單位運輸成本‧在滿足 A，B 市場的需求下，最節

省的運輸成本為    元‧ 【92.指考乙】 

■解：設甲倉庫運送 x 單位至市場 A 
運送 y 單位至市場 B 

則乙倉庫運送（20－x）單位至市場 A 
運送（30－y）單位至市場 B 





 x＋y≦50
（20－x）＋（30－y）≦40
 0≦x≦20
 0≦y≦30

  

 





 x＋y≦50
 x＋y≧10
 0≦x≦20
 0≦y≦30

 

目標函數 f（x，y）＝500x＋450y＋400（20－x）＋300（30－y） 

＝100x＋150y＋17000 

由 
（x，y） （10，0） （20，0） （20，30） （0，30） （0，10）

100x＋150y＋17000 18000 19000 23500 21500 18500 

∴當 x＝10，y＝0 時，最小運輸成本為 18000 元 

 

 

 市場 A 市場 B 

倉庫甲 500 元 450 元 

倉庫乙 400 元 300 元 
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3  

 1.  設 x，y，z 均為正數，且 x＋y＋z＝9，則當序組（x，y，z）＝    時， 
 4 
x ＋

 9 
y ＋

 1 
z  有最小值為    ‧ 

■解：
［（ x ）2＋（ y ）2＋（ z ）2］［（

2
 x  

）2＋（
3

 y  
）2＋（

1
 z  

）2］≧（2＋3＋1）2 

（x＋y＋z）（
 4 
x ＋

 9 
y ＋

 1 
z ）≧36 

 9×（
 4 
x ＋

 9 
y ＋

 1 
z ）≧36  

 4 
x ＋

 9 
y ＋

 1 
z ≧4 

等號在 
x 

 
2

 x  
 
＝

y 

 
3

 y  
 
＝

z 

 
1

 z  
 

  
x

 2 ＝
y

 3 ＝
z

 1  且 x＋y＋z＝9 時成立 

解之得 x＝3，y＝
 9 
2 ，z＝

 3 
2  

故當序組（x，y，z）＝（3，
 9 
2 ，

 3 
2 ）時，

 4 
x ＋

 9 
y ＋

 1 
z  有最小值 4 

 

 

 2.  設 a，b  ，則當數對（a，b）＝    時，a2＋b2＋（1－2a－3b）2 有最小值

為    ‧ 

■解：令 c＝1－2a－3b  2a＋3b＋c＝1 

原題可改為已知 2a＋3b＋c＝1，求 a2＋b2＋c2 之最小值 

（a2＋b2＋c2）（22＋32＋12）≧（2a＋3b＋c）2 

（a2＋b2＋c2）×14≧1  a2＋b2＋c2≧
1

 14  

等號在 
a
 2 ＝

b
 3 ＝

c
 1 ＝t 且 2a＋3b＋c＝1 時成立 

令 a＝2t，b＝3t，c＝t 代入得 4t＋9t＋t＝1 

 t＝
1

 14   a＝
 1 
7 ，b＝

3
 14 ，c＝

1
 14  

故當數對（a，b）＝（
 1 
7 ，

3
 14 ）時，a2＋b2＋（1－2a－3b）2 有最小值為 

1
 14  
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 3.  設△ABC 三邊長為 a＝B̅C＝4，b＝C̅A＝3，c＝A̅B＝5‧若 P 為三角形內部任一點，

且 P 到 A̅B，B̅C，A̅C 之垂直距離依次為 x，y，z‧試求 xyz 之最大值為    ，

又此時序組（x，y，z）＝    ‧ 

■解：
∵△ ABC 之面積＝

 1 
2 ×4×3＝6 

又設 P̅D＝x，P̅E＝y， P̅F＝z 

則△ ABC 之面積為  

 1 
2 ×5×x＋

 1 
2 ×4×y＋

 1 
2 ×3×z＝6  5x＋4y＋3z＝12 

由算術平均數≧幾何平均數知  
5x＋4y＋3z 

3 ≧
3 5x．4y．3z  

 60xyz≦（
 12 
3 ）3＝64  xyz≦

16
 15  

等號在 5x＝4y＝3z 且 5x＋4y＋3z＝12 時成立 

解之得 x＝
 4 
5 ，y＝1，z＝

 4 
3  

故當序組（x，y，z）＝（
 4 
5 ，1，

 4 
3 ）時，xyz 之最大值為 

16
 15  

 

 

 4.  二次不等式 ax2－2ax＋2a－5＜0 的解為－1＜x＜3，則 a＝    ‧ 

■解：以－1＜x＜3 之解的不等式為（x＋1）（x－3）＜0，即 x2－2x－3＜0 

∵ax2－2ax＋（2a－5）＜0 的解也為－1＜x＜3 

∴ax2－2ax＋（2a－5）＜0 與 x2－2x－3＜0 為同義不等式 

故 
a
 1 ＝

－2a 
－2 ＝

 2a－5 
－3  且 a＞0，交叉相乘得 

－3a＝2a－5  a＝1 
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 5.  不等式｜2x－3｜＜5－x2 之解為    ‧ 

■解：
 ( )1  當 x≧

 3 
2  時，｜2x－3｜＜5－x2  2x－3＜5－x2 

 x2＋2x－8＜0 （x＋4）（x－2）＜0 

－4＜x＜2，但 x≧
 3 
2  ∴

 3 
2 ≦x＜2 

 ( )2  當 x＜
 3 
2  時，｜2x－3｜＜5－x2 －2x＋3＜5－x2  x2－2x－2＜0 

 1－ 3 ＜x＜1＋ 3 ，但 x＜
 3 
2  ∴1－ 3 ＜x＜

 3 
2  

取 ( )1 、 ( )2 之聯集得 1－ 3 ＜x＜2 

 

 

 

 

 

 

 6.  滿足 
 x＋y 

2 ＝
 y＋z 

3 ＝
 z＋x 

7  之實數 x，y，z 恆能使不等式 

x2＋y2＋z2＋a（x＋y＋z）＞－26 成立，則實數 a 的範圍為    ‧ 

■解：
令 

 x＋y 
2 ＝

 y＋z 
3 ＝

 z＋x 
7 ＝k 

則 



 x＋y＝2k

 y＋z＝3k
 z＋x＝7k

  



 x＝3k

 y＝－k
 z＝4k

 代入原式得 

9k 2＋k 2＋16k 2＋a（3k－k＋4k）＞－26 恆成立 

 26k 2＋6ak＋26＞0 恆成立 

∴D＝（6a）2－4×26×26＜0 

 9a2＜26×26 

－
 26 
3 ＜a＜

 26 
3  

 

 

 

 



 

 

第
3

章
綜
合
練
習 

2

︱1 
 7.  如右圖，可用下列哪一組不等式表示？ 

 ( )A  



 x－y＞0

 2x－5y－10＜0
 x＋y－3＞0

  ( ) B  



 x－y＞0

 2x－5y－10＞0
 x＋y－3＜0

  

 ( )C  



 x－y＜0

 2x－5y－10＜0
 x＋y－3＜0

  ( )D  



 x－y＞0

 2x－5y－10＜0
 x＋y－3＜0

  

 ( )E  



 x－y＞0

 2x－5y－10＞0
 x＋y－3＞0

 

■解：斜線部分在 x－y＝0 之右半平面 

在 2x－5y－10＝0 之左半平面 

在 x＋y－3＝0 之左半平面 

故選 ( )D  

 

 8.  若 4x－y－7≦0，3x－4y＋11≧0，x＋3y－5≧0，則： 

 ( )1  x－y 之最大值為    ，最小值為    ‧ 

 ( )2  x2＋y2 之最大值為    ，最小值為    ‧ 

 ( )3  
 x 
y  之最大值為    ，最小值為    ‧ 

■解： ( )1  （x，y） x－y 

 （3，5） －2 

 （－1，2） －3……最小值 

 （2，1）  1……最大值 

故最大值為 1，最小值為－3 

 ( )2  x2＋y2＝［ （x－0）2＋（y－0）2 ］2 

最大值為［ （3－0）2＋（5－0）2 ］2＝34 

最小值為［d（O，
←→BC）］2＝（

｜0＋0－5｜

10 
）2＝

 5 
2  

 ( )3  設 
 x 
y ＝m，y＝

1
 m  x  

1
 m ≧

 1 
2  或 

1
 m ≦－2  

∴－
 1 
2 ≦m≦2 

∴ 
 x 
y  的最大值為 2，最小值為－

 1 
2  
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 9.  欲製造一容積至少 108π 立方公尺的圓柱形無蓋容器，已知底半徑比高多 3 公尺，

則半徑至少為    公尺‧ 

■解：設底半徑為 x 公尺，則高為（x－3）公尺 

則容積為π×x2×（x－3）≧108π 

 x3－3x2－108≧0 

（x－6）（x2＋3x＋18）≧0 

但 x2＋3x＋18 恆正 

∴x－6≧0  x≧6 

故半徑至少為 6 公尺 

 

 

 

 10. 某進出口公司有甲、乙兩座儲倉，儲存某種原料，甲倉

有原料 48 公噸，乙倉有原料 60 公噸，今公司接到 A，
B 兩地訂購原料，分別是訂購 A 地 36 公噸，B 地 44 公

噸，進出口公司洽商送貨公司得知運費如右表，單位

為元／公噸，問應如何運送，才能使運費最少？ 

■解：設甲倉運 x 公噸至 A 地，y 公噸至 B 地 

乙倉運（36－x）公噸至 A 地，（44－y）公噸至 B 地 

由題意知 





 0≦x≦36
 0≦y≦44
 x＋y≦48
（36－x）＋（44－y）≦60

  





 0≦x≦36
 0≦y≦44
 x＋y≦48
 x＋y≧20

 ，且 x，y 為整數 

欲求 500x＋600y＋（36－x）．650＋700．（44－y） 

＝－150x－100y＋54200 之最小值 

∵ 
（x，y） －150x－100y＋54200

（0，20） 52200 

 （20，0） 51200 

 （36，0） 48800 

 （36，12） 47600……最小值

 （4，44） 49200 

 （0，44） 49800 

亦即甲倉運 36 公噸至 A 地，運 12 公噸至 B 地；乙倉運 0 公噸至 A 地，運 32 公

噸至 B 地，可使運費最少為 47600 元 

 

 A 地 B 地 

甲倉 500 元 600 元

乙倉 650 元 700 元


