
 

 

    克拉瑪公式 
 

例題 1 

試以克拉瑪公式解方程組 


 15x＋4y＝－3

 32x＋13y＝7 ‧ 

■解：
D＝



 15  4 

 32 13 ＝15×13－4×32＝195－128＝67 

Dx＝



 －3  4 

  7 13 
＝－39－28＝－67 

Dy＝



 15 －3 

 32  7 
＝105＋96＝201 

∴x＝
Dx 

D ＝
－67 

67 ＝－1      y＝
Dy 
D ＝

 201 
67 ＝3    故方程組之解（x，y）＝（－1，3） 

 

例題 2 

試就 a 值討論方程組 


 6x＋（a－2）y＝7a－17
（a＋5）x－2y＝－8a－24 之解，並說明其幾何意義‧ 

■解：
D＝



  6  a－2 

 a＋5  －2 
＝－a 2－3a－2＝－（a＋1）（a＋2） 

Dx＝



  7a－17 a－2 

 －8a－24  －2 
＝8a 2－6a－14＝2（a＋1）（4a－7） 

Dy＝



  6   7a－17 

 a＋5 －8a－24 
＝－7a 2－66a－59＝－（a＋1）（7a＋59） 

令 L1：6x＋（a－2）y＝7a－17，L2：（a＋5）x－2y＝－8a－24 

 ( )1  當 a≠－1 且 a≠－2 時，D≠0 

此時方程組恰有一組解，表示 L1 與 L2 相交於一點 

 x＝
Dx 

D ＝
 2（4a－7）

－（a＋2），y＝
Dy 
D ＝

 7a＋59 
a＋2  

∴（x，y）＝（ 
 2（4a－7）

－（a＋2），
 7a＋59 

a＋2  ），即為交點坐標 

 ( )2  當 a＝－1 時，D＝Dx＝Dy＝0 

此時方程組有無限多組解，表示 L1 與 L2 為兩重合直線 

 6x－3y＝－24  2x－y＝－8 



 

令 x＝t，y＝2t＋8，t   為其解，亦為 L1，L2 重合直線的參數表示法 

 ( )3  當 a＝－2 時，D＝0，但 Dx≠0，Dy≠0 

此時方程組無解，表示 L1 與 L2 為兩平行直線 

 

 

例題 3 

方程組 



 x＋3y＋2z＝4

 2x＋y＋3z＝7
 3x＋2y＋z＝9

 之解為    ，其幾何意義為    ‧ 

■解：
D＝







 1 3 2 
 2 1 3 
 3 2 1 

＝18，Dx＝






 4 3 2 
 7 1 3 
 9 2 1 

＝50，Dy＝






 1 4 2 
 2 7 3 
 3 9 1 

＝2，Dz＝






 1 3 4 
 2 1 7 
 3 2 9 

＝8 

x＝
Dx 

D ＝
50
 18 ＝

 25 
9 ，y＝

Dy 
D ＝

2
 18 ＝

 1 
9 ，z＝

Dz 

D ＝
8

 18 ＝
 4 
9  

故方程組恰有一解（
 25 
9 ，

 1 
9 ，

 4 
9 ） 

即三平面相交於一點（
 25 
9 ，

 1 
9 ，

 4 
9 ） 

 

例題 4 

方程組 



 4x＋3y＋z＝6

 2x＋y－z＝4
 x＋y＋z＝1

 之解為    ，其幾何意義為    ‧ 

■解：∵D＝Dx＝Dy＝Dz＝0 ∴方程組可能無解或無限多組解 

∴令 



 4x＋3y＋z＝6……………○１

 2x＋y－z＝4  ……………○２

 x＋y＋z＝1………………○３
 

○１ －○２ ×2  y＋3z＝－2
○３ ×4－○１   y＋3z＝－2 故為無限多解 

令 z＝t  y＝－3t－2 代入○３  

x－3t－2＋t＝1  x＝2t＋3 

故方程組之解為 



 x＝2t＋3

 y＝－3t－2
 z＝t

，t  其幾何意義為三相異平面交於一直線 

 



 

例題 5 

方程組 



 x＋2y－3z＝2

 2x＋4y－6z＝3
 5x－3y＋4z＝3

 之解為    ，其幾何意義為    ‧ 

■解：
∵D＝









 1  2 －3 

 2  4 －6 

 5 －3  4 
＝0 

Dx＝









 2  2 －3 

 3  4 －6 

 3 －3  4 
＝32－36＋27＋36－24－36＝－1≠0   ∴方程組無解 

又 x＋2y－3z＝2 與 2x＋4y－6z＝3 為兩平行平面 

故其幾何意義為兩平行平面，第三個平面分別與這兩平面相交於一直線 

 

例題 6 

設方程組 



 x＋3y＋5z＝k x

 x＋3y＋5z＝k y
 x＋3y＋5z＝k z

 有異於（0，0，0）之解，則 k＝    ‧ 

■解：



 x＋3y＋5z＝k x

 x＋3y＋5z＝k y
 x＋3y＋5z＝k z

  



（1－k）x＋3y＋5z＝0

 x＋（3－k）y＋5z＝0
 x＋3y＋（5－k）z＝0

 

∵有異於（0，0，0）之解 ∴方程組有無限多組解 

即 









 1－k  3   5 

  1  3－k  5 

  1   3  5－k 
＝









 9－k  3   5 

 9－k 3－k  5 

 9－k  3  5－k 
 

×1   ×1

 

＝（9－k）× 








 1  3   5 

 1 3－k  5 

 1  3  5－k 
  

×（－1）

×（－1）
 

＝（9－k）× 








 1  3  5 

 0 －k  0 

 0  0 －k 
 

＝（9－k）×k 2＝0  k＝0 或 k＝9 

 

 

 



 

例題 7 

設方程組 



 x＋a y－z＝－4

 2x＋5y＋z＝－1
 x＋5y－7z＝b

，其中 a，b  ，有無限多組解，則： 

 ( )1  數對（a，b）＝    ‧ 

 ( )2  方程組之解為    ‧ 

■解： ( )1  ∵有無限多組解 ∴D＝0 且 Dy＝0 

D＝








 1 a －1 

 2 5  1 
 1 5 －7 

＝0 －35＋a－10＋5＋14a－5＝0  15a＝45  a＝3 

又 Dy＝









 1 －4 －1 

 2 －1  1 

 1  b －7 
＝0  7－4－2b－1－b－56＝0  3b＝－54  b＝－18 

故數對（a，b）＝（3，－18） 

 ( )2  方程組 



 x＋3y－z＝－4………………○１

 2x＋5y＋z＝－1  ……………○２

 x＋5y－7z＝－18 ……………○３
 

○１ ×2－○２   y－3z＝－7，令 z＝t  y＝3t－7 

代入○３ 得 x＋5（3t－7）－7t＝－18  x＝－8t＋17 

故方程組之解為 



 x＝－8t＋17

 y＝3t－7
 z＝t

，t   

例題 8 

若方程組 



（3－2k）x＋（2－k）y＋z＝k
（2－k）x＋（2－k）y＋z＝1
 x＋y＋（2－k）z＝1

 無解，則 k＝    ‧ 

■解：               ×（k－2） 

∵方程組無解 ∴D＝









 3－2k 2－k  1 

 2－k  2－k  1 

  1   1  2－k 
＝0 

 









 3－2k    0     1 

 2－k    0     1 

  1  －（k－2）2＋1 2－k 
＝0 ［（k－2）2－1］× 



 3－2k 1 

 2－k  1 
＝0 

（k 2－4k＋3）（3－2k－2＋k）＝0 

（k－1）（k－3）（k－1）＝0  k＝1 或 k＝3 



 

當 k＝1 時，


 x＋y＋z＝1

 x＋y＋z＝1
 x＋y＋z＝1

 為三重合平面 ∴有無限多組解 

當 k＝3 時，


 －3x－y＋z＝3

 －x－y＋z＝1
 x＋y－z＝1

 為兩平行平面，第三個平面分別與這兩平面相交於一直線 

∴無解 

故當 k＝3 時，方程組無解 

例題 9 

若三平面 5x＋y＋2z＝－1，5x－7y＋z＝－18 與 3x－y＋z＝a 相交於一直線，則  

a＝    ‧ 

■解：∵三平面交於一直線 

∴ 



 5x＋y＋2z＝－1

 5x－7y＋z＝－18
 3x－y＋z＝a

 有無限多組解 Dx＝









  －1  1 2 

 －18 －7 1 

   a  －1 1 
＝0 

 7＋a＋36＋14a＋18－1＝0  15a＋60＝0  a＝－4 

例題 10 

試就 a 之值討論方程組 



 x＋4y－7z＝a

 x＋2y＋z＝3
 2x＋5y－2z＝5

 解的情形‧ 

■解：
∵D＝









 1 4 －7 

 1 2  1 
 2 5 －2 

＝0，Dx＝








 a 4 －7 

 3 2  1 
 5 5 －2 

＝－9（a－1） 

 ( )1  當 a≠1 時，D＝0，Dx≠0  ∴方程組無解 

 ( )2  當 a＝1 時，代入方程組得 



 x＋4y－7z＝1  ……………○１

 x＋2y＋z＝3………………○２

 2x＋5y－2z＝5……………○３
 

○１ －○２ 得 2y－8z＝－2
○３ －○２ ×2 得 y－4z＝－1 方程組有無限多組解 

令 z＝t  y＝4t－1 代入○１     得 x＋4（4t－1）－7t＝1 

 x＋16t－4－7t＝1  x＝－9t＋5 

 方程組之解為 



 x＝－9t＋5

 y＝4t－1
 z＝t

，t   


