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一、單選題 (共 8 分) 
1. 空間中，滿足(x2 + y2 + z2 − 1)(x2 + y2 + z2 − 2)(x2 + y2 + z2 − 3) ≤ 0 的圖形之體積為 
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提示：球面半徑為 r，則其體積為 rπ
3
4 3 

Ans： (E) 
解析： 

∵ (k − 1)(k − 2)(k − 3) ≤ 0 ⇔ k ≤ 1 或 2 ≤ k ≤ 3 
∴ (x2 + y2 + z2 − 1)(x2 + y2 + z2 − 2)(x2 + y2 + z2 − 3) ≤ 3 
⇒ 0 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 1 或 2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 3 
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2. 兩球面 S1：x2 + y2 + z2 = 16 與 S2：x2 + y2 + z2 − 2x − 2y − 2z − 4 = 0 的位置關係為 
(A)外離 (B)外切 (C)相交成一個圓 (D)內切 (E)內含。 

Ans： (C) 
解析： 

S1 的球心為 O(0，0，0)，半徑 R = 4，S2 的球心為 Q(1，− 1，1)，半徑 r = 7 ， 
連心線段長 = 3=OQ  ∵ 4 − 7 < 3 < 4 + 7  
∴ R − r <OQ < R + r ∴ 兩球面相交成一個圓  

3. 下列五個點，那一個點與面 S：x2 + y2 + z2 − 2x − 2y + 4z − 3 = 0 距離最遠？ 
(A)( − 1，− 1，1)   (B)(1，2，3)   (C)( − 3，− 2，1)    (D)( − 2，− 3，− 1)  
(E)( − 3，− 1，− 2)。 

Ans： (C) 
解析： 

五個點代入 S 的方程式，依次得值為 8，17，25，17，11 
∵ 五個點都在球面 S 的外部：(x − 1)2 + (y − 1)2 + (z + 2)2 > 9， 
而( − 3，− 2，1)代入得值最大，即( − 3，− 2，1)到球心最遠 

 
二、 填充題 (共 10 分) 
1. 球心在 y 軸上且通過兩點(0，2，2)及(4，0，0)的球面方程式為     。 
Ans： x2 + (y + 2)2 + z2 = 20 
解析： 

球心在 y 軸上，設球心 Q(0，b，0)，因球過兩點 A(0，2，2)及 B(4，0，0) 
∴ QBQA = 得(b − 2)2 + 4 = 42 + b2 ⇒ b = − 2， 

故球心 Q(0，− 2，0)，半徑 r = 2024 22 =+=QA ，球面方程式為 x2 + (y + 2)2 + z2 = 20 
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2. (1)S：x2 + y2 + z2 + 2(m + 1)x + 2my + 2mz + 4m2 + 4m − 2 = 0，若 S 表一球，則 m 之範圍  
 是   _____  。(2)若此球之半徑為 2，則球心為     。 

Ans： (1) − 3 < m < 1   (2)(0，1，1) 
解析： 

(1)(x + m + 1)2 + (y + m)2 + (z + m)2 = (m + 1)2 + m2 + m2 − 4m2 − 4m + 2 = − m2 − 2m + 3 
  ∵ S 表一球 ⇒ r2 = − m2 − 2m + 3 > 0 
   ⇒ m2 + 2m − 3 < 0 ⇒  − 3 < m < 1 
(2) r2 = − m2 − 2m + 3 = 4 ⇒ m2 + 2m + 1 = 0 ⇒ m = − 1， 
  故圓心 = (m − 1，− m，− m) = (0，1，1) 

3. 球面 S；x2 + y2 + z2 = 10 上有點 A(1，0，− 3)，B( − 2， 5 ，1)，一隻螞蟻沿著球面由 A
爬行至 B，其最小的路徑為     。 
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Ans： π
3
102  

解析：  

球心為 O(0，0，0)，半徑為 10 ，  = (1，0，− 3)， 

 = ( − 2，

\____

OA
\____

OB 5 ，1)  

∵ θcos
\____\____

OBOAOAOA ⋅=⋅   
⇒ − 5 = θcos1010  

⇒ cosθ = −
2
1

 ⇒ θ = 120°。 

︵
AB 長 = 2 ππ

3
102

360
120)10( =

°
°

⋅  ∴ 螞蟻爬行的最小路徑為 π
3
102  

 
4. 球面 S 切 xy 平面於點(1，2，0)且過點(3，1，2)，則 S 的方程式為     。 

Ans： (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z −
4
9 )2 =

16
81  

解析： 
球面 S 切 xy 平面於 A(1，2，0)， 
設球心 Q，則QA 垂直 xy 平面且QA為球之半徑。 
設 Q(1，2，k)，又 B(3，1，2)，則 

QA=QB = | k | ⇒ (3 − 1)2 + ( − 1)2 + (k − 2)2 = k2 ⇒ k =
4
9  

故球面 S 方程式為(x − 1)2 + (y − 2)2 + (z −
4
9 )2 =

16
81  

5. 以 A( − 1，2，3)和 B( − 3，6，7)為直徑兩端的球面方程式為  _______   。 
Ans：(x + 2)2 + (y − 4)2 + (z − 5)2 = 9 
解析： 

以 A( − 1，2，3)和 B( − 3，6，7)為直徑兩端點的球面方程式為 
(x + 1)(x + 3) + (y − 2)(y − 6) + (z − 3)(z − 7) = 0， 
即 x2 + y2 + z2 + 4x − 8y − 10z + 36 = 0，即(x + 2)2 + (y − 4)2 + (z − 5)2 = 9 



6. 球面 3x2 + 3y2 + 3z2 − 6x + 9y − 2 = 0 的球心坐標為     ，半徑為     。 

Ans： (1，−
3
2

，0)，
6
141  

解析： 

x2 + y2 + z2 − 2x + 3y −
3
2  = 0，配方得(x − 1)2 + (y +

2
3 )2 + z2 =

12
47  

球心(1，−
3
2

，0)，半徑
6
141

12
47

=  

7. 球面(x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 1)2 = 9 上任一點 P，一定點 A(0，1，2)，求 
(1) PA 的最小值為  ____   。(2) PA 最小時，P 點的坐標為  ____   。 

Ans： (1) 3 − 3     (2)(1 − 3 ，2 − 3 ，1 + 3 ) 
解析： 

  
球面(x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 1)2 = 9，球心 Q(1，2，1)，半徑 r = 3， 
定點 A(0，1，2)， 3111 =++=AQ  < r ⇒ A 點在球面內部 
(1) PA 的最小值 = r − AQ  = 3 − 3  
(2)由(1)知 33:)33(3: ：： =⇒−= QPQAAPAQ  

∴ )333()111(3
3

3 \____\____

，，，， −−=−−== QAQP  

    )333()121()333(
\____\____

，，，，，， −−+=−−+= OQOP  = (1 − 3，2 − 3，1 + 3 ) 
7. 繪一球面 S：(x − 1)2 + (y + 1)2 + (z − 2)2 = 1 及一點 A( − 1，0，0)，以 A 為球心而與切的

球面有二個，一為外切，一為內切，則 
(1)外切時的球面方程式為  ___   。(2)內切時的球面方程式為  ____   。 

Ans： (1) (x + 1)2 + y2 + z2 = 4   (2) (x + 1)2 + y2 + z2 = 16 
解析： 

S：(x − 1)2 + (y + 1)2 + (z − 2)2 = 1，球心 Q(1，− 1，2)，半徑 r = 1 

A( − 1，0，0)， 4122 ++=AQ  > r ⇒ A 在球面外 
(1)兩球外切時，球之半徑為 AQ  − r = 3 − 1 = 2，所求球面方程式為 

  (x + 1)2 + y2 + z2 = 4  
(2)兩球內切時，球之半徑為 AQ  + r = 3 + 1 = 4， 
  所求球面方程式為(x + 1)2 + y2 + z2 = 16  
 

8. 已知空間中二定點 A(1，− 3，1)，B(1，3，4)及動點 P(x，y，z)滿足

21：： =PBPA ，則 P 點所成圖形的方程式為     。 
Ans： x2 + y2 + z2 − 2x + 10y + 6 = 0 
解析： 

A(1，− 3，1)，B(1，3，4)，P(x，y，z)滿足 21：： =PBPA ，即
22

42 PAPBPBPA == ，  
∴ (x − 1)2 + (y − 3)2 + (z − 4)2 = 4[(x − 1)2 + (y + 3)2 + (z − 1)2]， 
展開，x2 − 2x + y2 − 6y + z2 − 8z + 26 = 4(x2 + y2 + z2 − 2x + 6y − 2z + 11)， 
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得 3x2 + 3y2 + 3z2 − 6x + 30y + 18 = 0 ⇒ x2 + y2 + z2 − 2x + 10y + 6 = 0 
9. 已知球面 x2 + y2 + z2 − 2x + 4y + 6z − 8 = 0 與 x 軸交於 A，B 兩點，則 AB 的長

為     。 
Ans： 6 
解析： 

設球面 x2 + y2 + z2 − 2x + 4y + 6z − 8 = 0 與 x 軸交點為(a，0，0)代入， 
得 a2 − 2a − 8 = 0 ⇒ (a + 2)(a − 4) = 0 ⇒ a = − 1，4 
故交點 A，B 的坐標分別為( − 2，0，0)，(4，0，0)， AB  = |4 − ( − 2)| = 6 

10.球面 S：2x2 + 2y2 + 2z2 − 4x − 8y − 4z − 1 = 0 外一點 P(4，3，2)，過 P 任作一直線交球面

於 Q，R 兩點， PRPQ × 的值為     。 

Ans： 
2
9  

解析：  

S：x2 + y2 + z2 − 2x − 4y − 2z −
2
1  = 0 

⇒ (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 1)2 =
2

13
， 

球心 A(1，2，1)，半徑
2

13  

∴ P(4，3，2)到 S 之切線段長
2

23
2

1311922
=−++=−= rPAPT ， 

由切割線定理
2
92

==× PTPRPQ  

11. 過兩點 A(1，3，5)，B(7，3，− 1)之球面有無限多個，則其中半徑最小的方程式為   。 
Ans： x2 + y2 + z2 − 8x − 6y − 4z + 11 = 0 
解析：  

以 AB 為直徑的球面，是過點 A，B 而半徑最小者， 
其方程式為(x − 1)(x − 7) + (y − 3)(y − 3) + (z − 5)(z + 1) = 0 
即 x2 + y2 + z2 − 8x − 6y − 4z + 11 = 0 

 

12. 一球面 S 過點 A(1，3，5)，B(7，3，− 1)，且球心 Q 在直線 L：x − 1 =
3

3
2

+
=

−
zy

上，

則球面 S 的半徑為     。 
Ans： 51  
解析： 

設球心 Q(t + 1， − 2t，3t − 3) ∵ A．B ∈ S ∴ BQAQ =  = 半徑 r 

⇒ 
22

BQAQ =  

⇒ t2 + (2t + 3)2 + (3t − 8)2 = (t − 6)2 + (2t + 3)2 + (3t − 2)2 
⇒ t = 1 ⇒ Q(2，− 2，0) ∴ 半徑 r = 51=AQ  
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