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圍 
2-3 

空間向量 座號  
姓

名

 得

分

 

一、選擇題：每題 8 分 
1. (    ) 下列那一組角可為空間一向量的方向角？(複選) 

(A)
3

2
43

πππ
，，  (B)

236
πππ

，，  (C)
3

2
33

πππ
，，−  (D)60°，70°，80° (E)

3
4

43
πππ

，，  

Ans： (A)(B) 
解析： 

(A)是；因 1
4
1

2
1

4
1

3
2cos

4
cos

3
cos 222 =++=++

πππ  

(B)是；因 10
4
1

4
3

2
cos

3
cos

6
cos 222 =++=++

πππ  

(C)不是；因
3
π

− < 0，不在[0，π]區間內 

(D)不是；因cos260° + cos270° + cos280° < cos260° + cos260° + cos260° =
4
3 < 1 

(E)不是；因
3

4π
> π 

2. (    ) 空間中三點 A，B，C，下列何者使 A，B，C 三點共線？(複選) 

(A) 032
\____\____\____
=−+ OCOBOA    (B) 03

\____\____\____

=++ OCOBOA  (C)  

(D)

032
\____\____\____

=+− OCOBOA

0
3
2

3
4

3
1 \____\____\____

=−+ OCOBOA  (E)
\____\____\____

3
1

3
2 OCOBOA +=  

Ans： (A)(C)(E) 
解析： 

(A)  ⇒ 032
\____\____\____

=−+ OCOBOA
\____\____\____

3
2

3
1 OBOAOC +=    ∴ A，B，C 共線 

(B)  ⇒ 03
\____\____\____

=++ OCOBOA
\____\____\____

3
1

3
1 OCOBOA −−=  ∵ 1

3
2

3
1

3
1

≠−=−−   

 ∴ A，B，C 不共線 

(C)  ⇒ 032
\____\____\____

=+− OCOBOA
\____\____\____

3
1

3
2 OCOAOB += ∴ A，B，C 共線 

(D) 0
3
2

3
4

3
1 \____\____\____

=−+ OCOBOA   ⇒ 
\____\____\____

2
4

2
1 OBOAOC += ∵ 1

2
5

2
4

2
1

≠=+   

  ∴ A，B，C 不共線 

(E)
\____\____\____

3
1

3
2 OCOBOA +=  ∵ 1

3
1

3
2

=+  ∴ A，B，C 共線 

注意：設 A，B，C 為空間中三點，O 為任一點， 



(1) ，則 A，B，C 共線 ⇔ x + y =1 

(2)

\____\____\____

OByOAxOC +=

0
\____\____\____

=++ OCzOByOAx ，則 A，B，C 共線 ⇔ x + y + z = 0 

3. (     ) 空中三點 P(6，− 4，4)，Q(2，1，2)，R(3，− 1，4)， 則下列何者正確？ 

(A) = 18      (B) cos∠PQR =
\____\____

QRQP．
5
1−

   (C) sin∠PQR =
5

1
  

(D) P 點到直線 QR 的距離為 3        (E) PQR 的面積 =
2
9  

Ans： (A)(B)(D)(E) 
解析： 

∵ P(6，− 4，4)，Q(2，1，2)，R(3，− 1，4) 

∴ = (4，− 5，2)， = (1，− 2，2) 

(1) = 4 × 1 + (− 5)(− 2) + 2 × 2 = 4 + 10 + 4 = 18  ∴ (A)為真 

(2) cos∠ PQR =

\____

QP
\____

QR

\____\____

QRQP．

5
2

945
18

||||
\____\____

\____\____

==
QRQP

QRQP．
 ∴ (B)不真 

  但 sin∠ PQR =
5

1)
5

2(1 2 =−  ∴ (C)為真 

(3) P 點到QP 的距離 d 為 | | sin∠ PQR =
\_____

QP 45 ．
5

1
= 3  ∴ (D)為真 

(4) PQR 的面積 =
2
1 | |．d =

\_____
QP

2
1 × 3 × 3 =

2
9

 ∴ (E)為真 

 
二、填充題；每格 10 分， 

1. 設A(2，1，− 2)，B(2 + 3 2 ，− 2，1)，則
\____

AB 的方向角為     。 

Ans： 
33

2
4

πππ
，，  

解析： 

∵ 
\____

AB = (3 2 ，− 3，3) = 3( 2 ，1，1)， = 6。 

而 cosα =

____
AB

42
223 πα =⇒=

AB
，  cosβ =

3
2

2
13 πβ =⇒−=

−
AB

， 

cosγ =
32

13 πγ =⇒=
AB

 ，  ∴ 
\____

AB 的方向角α，β，γ =
33

2
4

πππ
，，  

 



2. 設空間向量 a 的方向角為α，β，γ，  
(1) cos2α + cos 2β + cos 2γ =_____________。 
(2) sin2α + sin2β + sin2γ = _______________。     
(3) cos2α + cos2β + cos2γ = _____________ 。  

Ans：(1) 1   (2) 2    (3) − 1 

解析：令 a  = (ℓ，m，n) ∴ | a | = 222 nm ++  > 0。
||

cos
||

cos
||

cos
a
n

a
m

a
=== γβα ，，  

∴(1) cos2α + cos 2β + cos 2γ = 1 
  (2) sin2α + sin2β + sin2γ = 1 − cos2α + 1 − cos2β + 1 − cos2γ = 2 
  (3) cos2α + cos2β + cos2γ = 2cos2α − 1 + 2cos2β − 1 + 2cos2γ − 1 = − 1 
 

 
3. 設三向量 a  = (1，2，λ − 1)，  = (4，1，− λ)，cb  = ( − 1，2，λ + 3)兩兩互相垂直，則實

數 λ 之值為     。 
Ans： − 2 
解析：  

a⊥b  ⇒ (1，2，λ − 1)．(4，1，− λ) = 0 ⇒ λ = 3 或 λ = − 2 
⊥ cb  ⇒ (4，1，− λ)．( − 1，2，λ + 3) = 0 ⇒ λ = − 1 或 λ = − 2 

c ⊥ a  ⇒ ( − 1，2，λ + 3)．(1，2，λ − 1) = 0 ⇒ λ = 0 或 λ = − 2 
由以上得 λ = − 2 
 

4. 設 a = (2，1，3)，b = (1，− 2，4)，c = (2，5，1)，已知( a  + t b ) ⊥ c ，則實數t =      。 
Ans： 3 
解析：( a  + t b ) = (2 + t，1 − 2t，6 + 4t) 

( a  + t b )． c = 0 ⇒ 2(2 + t) + 5(1 − 2t) + (3 + 4t) ⇒ t = 3 
 

5. 設a，b，c均為正數且a + b + c = 9，則
cba

1694
++ 之最小值為      

Ans： 9 
解析： 

(
cba

1694
++ )(a + b + c) ≥ 2)432( c

c
b

b
a

a
⋅+⋅+⋅   

⇒ (
cba

1694
++ )．9 ≥ (2 + 3 + 4)2 = 81   ⇒ 

cba
1694

++ ≥
9
81  = 9 

 
6. 設x，y，z ∈ R，2x + 2y + z + 8 = 0，則(x − 1)2 + (y + 2)2 + (z − 3)2之最小值為      
Ans：9 
解析； 

2x + 2y + z + 8 = 0 ⇒ 2(x − 1) + 2(y + 2) + (z − 3) = − 9， 
[2(x − 1) + 2(y + 2) + (z − 3)]2 ≤ [(x − 1)2 + (y + 2) 2 + (z − 3) 2]．(22 + 22 + 12) 



⇒ (x − 1)2 + (y + 2) 2 + (z − 3) 2 ≥
9

)9( 2−
= 9 

7. 如下圖，長方體ABCD − EFGH中 == ACAB ，4 2， 3=AE ，則  = 
\____\____

CHAG ⋅      。 

Ans： − 7 
解析： 

建立空間坐標系， 
令 D(0，0，0)，A(2，0，0)，C(0，4，0)，H(0，0，3) 

∴ G(0，4，3)， = ( − 2，4，3)， = (0，− 4，3) 

∴ ．  = ( − 2，4，3)．(0，− 4，3) = 0 − 16 + 9 = − 7 

 

\_____

AG
\____

CH

\____

AG
\____

CH

8.. 設A(2，1，− 2)，B(2 + 3 2 ，− 2，1)，則
\____

AB 的方向角為     。 

Ans： 
33

2
4

πππ
，，  

解析： 

∵ 
\____

AB = (3 2 ，− 3，3) = 3( 2 ，1，1)， = 6。 

而 cosα =

____
AB

42
223 πα =⇒=

AB
，cosβ =

3
2

2
13 πβ =⇒−=

−
AB

， 

   cosγ =
32

13 πγ =⇒=
AB

   ∴ 
\____

AB 的方向角α，β，γ =
33

2
4

πππ
，，  

 
9.  設A(4，1，3)，B(6，4，3)，C(1，− 3，3)為空間中三點 

(1) ABC的重心坐標為     。 

(2)設P ∈ BPAPAB ：且 = 2：5，則P點坐標為     。 

(3) 
\____

AB ⋅
\____

AC =_______________。 

(4) ABC的面積為     。 

Ans： (1)( 3
3
2

3
11

，， )    (2)( 3
7

13
7

32
，， )  (3) − 18  (4)

2
1  

A(4，1，3)，B(6，4，3)，C(1，− 3，3) 

(1)設 ABC 的重心 G(x，y，z)，則 3
3

333
3
2

3
341

3
11

3
164

=
++

==
−+

==
++

= zyx ，，  

  ∴ G( 3
3
2

3
11

，， ) 



(2)∵ P ∈ BPAPAB ：且  = 2：5，令 P(a，b，c) 

  ∴ 由分點公式得
7

32
52

6245
=

+
⋅+⋅

=a ，
7

13
52

4215
=

+
⋅+⋅

=b ， 

  3
7
21

52
3235

==
+

⋅+⋅
=c  ∴ P( 3

7
13

7
32

，， )  

(3)∵ = (2，3，0)， = (− 3，− 4，0) 

      

\____
AB

\____
AC

\____

AB ⋅
\____

AC = 2 ( 3) 3 ( 4) 0 0 18× − + × − + × = −  

(4) ABC 的面積 2 2 21 1| | | | ( )
2 2

AB AB AB AC= − ⋅ =  

10. 設 A(4，1，3)，B(6，3，4)，C(4，5，6)為空間中三點， ABC 中，∠A 的分角線交 BC 於

D 點，外角平分線交直線 BC 於 E 點，求 D，E 之坐標。 

Ans： D(
4
21

，
4

15
，

4
19 )，E(9，0，1) 

  222 )34()13()46( −+−+−=AB = 3， 222 340 ++=AC = 5， 

(1)設D點坐標為(x1，y1，z1) 

   ∵ ∠A之分角線 BC 於D ∴ 
5
3

==
AC
AB

DC
BD  

    由分點公式
4
21

53
4365

1 =
+

×+×
=x ，

4
15

53
5335

1 =
+

×+×
=y ， 

4
19

53
6345

1 =
+

×+×
=z  

    ∴ D(
4

19
4

15
4
21

，， ) 

(2)設E點坐標為(x2，y2，z2) 

∵ E是∠A之分角線平分線與直線BC之交點  ∴ 
5
3

==
AC
AB

CE
BE  

∵ E − B − C ∴ BCEB：  = 3：2 

由分點公式   
23

6324
23

5323
23

4326 222

+
×+

=
+

×+
=

+
×+

=
zyx

，，  

             ⇒ x2 = 9，y2 = 0，z2 = 1，故E(9，0，1) 
 

   



 

11. 有一向量 ，其終點B坐標為(7，6，− 5)， 與x軸，y軸，z軸正向的夾角分別為 45°，

60°，γ (其中 90° < γ < 180°)，若 | | = 9，則 始點A的坐標為

\____
AB

\____
AB

\____
AB

\____
AB  ______  。 

Ans： (7 −
2
1

2
3

2
9

−，， ) 

解析：設 的始點A(x，y，z)，則 = (7 − x，6 − y，− 5 − z) 

∵ | | = 9 且方向角為 45 °，60 °，γ  ⇒ cos

\____
AB

\____
AB

\____
AB 245°+ cos260° + cos2γ = 1 

    ⇒ cos2γ =
2
1−

 (∵ 90° < γ < 180°) 

∴ = (| | cos45 °，| | cos60 °，| | cosγ) = (9cos45°，9cos60°，9cosγ) 

    故 7 − x = 9cos45°，6 − y = 9cos60°，− 5 − z = 9cosγ 

    ∴ x = 7 −

\____
AB

\____
AB

\____
AB

\____
AB

2
9

，y = 6 −
2
3

2
9
= ，z = − 5 +

2
9 = −

2
1    故A的坐標為(7 −

2
1

2
3

2
9

−，， ) 

 

12. 設  = (1，0，2)，ba  = (2，− 1，1)，求與 a ，b 同時垂直且長 2 的向量 

Ans： )
7
1

7
3

7
2( −

± ，，  

解析： 
a = (1，0，2)，b = (2，− 1，1)的外積 

×  ( a b =
12

01
21
12

11
20

−−
，，  ) = (2，3，− 1)為垂直 a 與b 的一向量

× =

 

| a b | 14194 =++  

∴ 垂直 a 與 的單位向量為b )132(
14
1

||
−±=

×
×

± ，，
ba
ba  

而知垂直 與b 且長度a 2 的向量為 )132(
14
1

−± ，，  = )
7
1

7
3

7
2(

 

−
± ，，  

13. 有一向量 a ，始點在(1，− 5 2 ，0)， || a =10，方向角為
3
π

，
4
π

，
3

2π
，試求其終點坐標。 

. (6 0 − 5) 

(x，y，z)，則 a = (x − 1，y + 5

Ans： ， ，

解析：設終點坐標為 2 ，z) 

∴ 
1x

a
− = cos

3
π

 ⇒ 
10

=1−x
2

 ⇒ x = 6，
1  



a
y + 25 = cos

4
π

 ⇒ 
10

25+y =
2
2 y  0 ⇒  = ， 

|| a
z
= cos

3
2π

 ⇒ 
10
z = −

2
1

 ⇒ z = − (6，0，− 5) 

 
14. 如下圖所示，正方體各邊(稜)長為 1， 

)點P之坐標為   

  5，故終點坐標為

(1 。 

(2)對角線 AR 與 BS 的一個夾角為θ，sinθ 之值為     。 

點R至平面BCP的距離為     (3) 。 

 ( (− 1 1)  Ans： 1) ，1，  (2)
3

22    (3)
3

1  

圖 P 1) 

= = ( − 1，− 1，1)，

解析：(1)如下 ，  (− 1，1，

(2) a = ( 1，1，1)，b=
\____

AR  
\____

BS c =
\____

AR −
\____

BS = (2，2，0) 

θ =   cos
||||2

|||||| 22 cba 2

ba
−+ =

332
83 3−+ =

3
1−

；∴ sin =θ θc =2os1−
3

22  

(3) B(0，1 ， ，  ，0)，C(0，0，1) R(0，1 1)     設平面 BCP 方程式 π：
m
x +

1
y +

1
z = 1， 

=   P(− 1，1，1)代入得 m = 1 ⇒ π：x + y + z − 1 = 0  ∴ d (R，π) 
222 111

1110

++

−++
=

3
1  

空間坐標，設 xy 平面為一鏡面，有一光線通過點 P(1，2，1)，射向鏡

，

 
12. 在 面上的點 

O(0 0，0)，經鏡面反射後通過 R， OPOR 2= ，求 R 的坐標_______________。 

平面的對

解析：因入射角等於反射角，故反射線必與入射線的延長線關於鏡面成對稱。 

設 P 關於 O 之對稱點 P′，P′關於 xy 稱點 Q，則
\____\____

2OQOR =  

又 P′( − 1，− 2，− 1)，Q( − 1，− 2，1)  

∴ 2OQOR = = ( − 2，− 4，2)，即 R 的坐標為( − 2，−

 

\____\____

 4，2) 


