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一、單選題(每題 8 分) 
1.下列各方陣所定義的平面變換，何者為旋轉？ 
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答案：(C) 
解析： 

轉角θ 所對應之方陣為  

(A)

⎥
⎦
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⎣
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⇒ 不表旋轉 

(B) ⎥
⎦
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⎣
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⇒ 表鏡射而不表旋轉 

(C) ⇒ 表旋轉 − 90° 

(D)

⎥
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⎢
⎣
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⎢
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⎥
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⎣

⎡
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5
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5
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5
1

⇒ 不表旋轉也不表鏡射 

(E) 表平面上的一般變換 ⇒ 不表旋轉 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
21

二、填充題(每題 10 分) 
1.設 O(0，0)，A(4，2)為平面上兩點，若△AOB 為正三角形且 B 在第一象限內，則 B 的坐

標為     。 
答案：(2 − 3 ，2 3  + 1)   
解析： 

∠AOB = 60°，點 B 為 A 經過 60°旋轉變換後的位置，設 B(x′，y′ )，則 
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y
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⎢
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⎦
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⎥
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⎤
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
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，∴ B(2 − 3 ，2 3 + 1) 

 
2.設平面上有一直線 L：4x − 3y = 5， 
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(1)若將直線 L，以原點為中心，作轉角為 − 30° 的旋轉變換，得一新直線 L′，則 L′  
  之方程式為  ____  。 
(2)若將直線 L，對直線 2x − y = 0 作鏡射變換，得一新直線 L′，則 L′ 之方程式為    。 
(3)若將直線 L，沿 x 坐標方向推移 y 坐標的 2 倍，沿 y 坐標方向推移 x 坐標的 − 3 倍， 
  得一新直線 L′，則 L′ 之方程式為     。 

答案：(1) 10)334()334( =+−− yx   (2) 24x − 7y + 25 = 0  (3) 5x + 11y + 35 = 0 
解析： 

(1)設 L′上之動點 P′ (x′，y′ ) 

⇒ 
cos( 30 ) sin( 30 )
sin( 30 ) cos( 30 )

x x
y y

′− ° − − °⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥′− ° − °⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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⎥
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由 4x − 3y = 5⇒ 4． 5
2

33
2

3
=

′+′
−
′−′ yxyx

．  

⇒ (4 33 − )x′ − (4 + 3 3 ) y′ = 10，即 L′：(4 3 − 3)x − (4 + 3 3 ) y = 10 

(2) θ 為直線 2x − y = 0 之方向角 ⇒ tanθ = 2，0 < θ <
2
π  

   ⇒ cosθ =
5

1
，sinθ =

5
2

 ⇒ cos2θ =
5
3

− ，sin2θ =
5
4  

如(1)
cos 2 sin 2
sin 2 cos 2

x x
y y
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代入 L，4． 5
5

343
5

43
=
′+′

−
′+′− yxyx

．  

⇒ −24x′ + 7y′ = 25 ⇒ 24x′ − 7y′ + 25 = 0，即 L′：24x − 7y + 25 = 0 

(3)按題意：矩陣 A =  ⇒ A−1 =⎥
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代入 L，4． 5
7

33
7
2

=
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−
′−′ yxyx

．  

⇒ − 5x′ − 11y′ = 35 ⇒ 5x′ + 11y′ + 35 = 0，即 L′：5x + 11y + 35 = 0 
3.平面上有一橢圓Γ：4x2 + y2 = 4，將Γ 作下列各變換後，得一新曲線Γ ′，試分別求Γ ′之方

程式。 
(1)平移向量 v = (1，1)：     。 
(2)以原點為中心，旋轉 45°：     。 
(3)對直線 x + y = 0 作鏡射：     。 
(4)以原點為中心，x 坐標伸長為 2 倍，y 坐標伸長為 3 倍：     。 
(5)沿 x 軸方向推移 y 坐標的 2 倍，沿 y 軸方向推移 x 坐標的 3 倍 
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：     。 

答案：(1) 4(x − 1)2 + (y − 1)2 = 4  (2) 5x2 + 6xy + 5y2 = 8  (3) x2 + 4y2 = 4  (4) 1
364

22

=+
yx  

      (5) 13x2 − 22xy +17y2 = 100 
解析： 

(1)設Γ ′上之動點 P′ (x′，y′ ) 

⇒ 
1 ' '
1 ' '

x x x x
y y y y

1
1

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ = ⇒ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

　 　 　　  

以 x = x′ − 1，y = y′ −1 代入Γ：4x2 + y2 = 4 ⇒ 4(x′ − 1)2 + (y′ −1)2 = 4 
即Γ ′之方程式為 4(x′ − 1)2 + (y′ − 1)2 = 4 

(2)  =   ⇒  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

45cos45sin
45sin45cos

⎥⎦
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代入Γ 

⇒ 4( 4)
2

()
2

22 =
′+′−

+
′+′ yxyx

⇒4(x′ + y′ )2 + ( − x′ + y′ )2 = 8 ⇒ 5x′ 2 + 6x′y′ + 5y′ 2 = 8 

即Γ ′之方程式為 5x2 + 6xy + 5y2 = 8 
(3)直線 x + y = 0 之方向角 θ = 135°⇒ cos2θ = 0，sin2θ = − 1 

⇒ 
0 1 0 1
1 0 1 0

x x x x
y y y y x

′ ′− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⇒ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ′− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

　 　 　　
y′−
′−

 

代入Γ ⇒ 4(− y′ )2 + (− x′ )2 = 4 ⇒ x′ 2 + 4y′ 2 = 4 
即Γ ′ 之方程式為 x2 + 4y2 = 4 

(4)

1 102 0 2 2
1 10 3 0
3 3

xx x x x
y y y y y
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⎥
⎥
⎥′

⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

　 　 　　

⎥⎦

 代入Γ 

⇒ 4(
2
1 x′ )2 + (

3
1 y′ )2 = 4 ⇒ x′ 2 +

9

2y′ = 4 ⇒ 1
364

22

=
′

+
′ yx  

即Γ ′之方程式為 1
364

22

=
′

+
′ yx   

(5)
1 2 1 2 1 21
3 1 3 1 3 15

x x x x
y y y y

′ ′ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
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⎤
⎥
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⎥
⎥
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⎣
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代入Γ⇒ 4 4)
5

3()
5

2( 22 =
′−′

+
′+′− yxyx  

⇒ 4 (− x′ + 2y′ )2 + (3x′ − y′ )2 = 100⇒ 13x′ 2 − 22x′y′ + 17y′ 2 = 100 
即Γ ′之方程式為 13x2 − 22 xy + 17y2 = 100 

4.設直線 L 在方陣 的推移變換下，得一新直線 L′，若 L 之方程式為 4x + 3y − 5 = 0，

則 L′之方程式為     

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
21

。 
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答案：4x − 5y − 5 = 0 
解析： 

1 2 2
0 1

x x x x
y y y y

′ ′ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
= ⇒ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢′ ′⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

y⎤
⎥
⎦

 

⇒  ⇒ 
⎩
⎨
⎧

=′
+=′

yy
yxx 2

⎩
⎨
⎧

′=

′−′=
yy

yxx 2
代入 4x + 3y − 5 = 0 

⇒ 4(x′ − 2y′ ) + 3y′ − 5 = 0 ⇒ 4x′ − 5y′ − 5 = 0，即 L′ 之方程式為 4x − 5y − 5 = 0 
5.對直線 L： 3 x + y = 0 鏡射，點 P(5，4)經過變換後的點的坐標為     。 

答案：(
2

345 −−
，

2
435 +− ) 

解析： 

 
直線 L： 3 x + y = 0 是有向角 120°的終邊所在的直線，令

2
θ  = 120°，則 θ = 240° 

P(5，4) 以 L 為鏡射軸，變換後的位置為 Q(x′，y′) 

則 = =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°−°
°°

cos240240sin
240sin   240cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
5

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

2
1

2
3

2
3

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
5

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

−−

2
435

2
345

 

6.在平面上，若點 P(1，2)經平移  = (3，2)後的位置為 Q，而 Q 再經過以原點為中心，旋

轉 30°後的位置為 R，則 Q 的坐標為     

d
，R 的坐標為     。 

答案：(4，4)，(2 3  − 2，2 + 2 3 ) 
解析： 

點 P(1，2)經過平移 d  = (3，2)的變換得 Q， 
Q 的坐標為(1 + 3，2 + 2) = (4，4)， 
Q 經過 30°旋轉後的位置為 R，R 的坐標為(x′′，y′′ )， 

則 = =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′
′′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

cos30    30sin
30sin30cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
4

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

2
3

2
1

2
1

2
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
4

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

−

322

232
 

7.在坐標平面上，以原點為中心，將點 P(2，− 2)旋轉 30°，則變換後的點的坐標為     。 
答案：( 3  + 1，1 − 3 ) 
解析： 

若 P(2，− 2)旋轉 30°後，其結果為 Q(x′，y′)的位置 
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則 = =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

cos30  30sin
30sin30cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 2

2   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

2
3

2
1

2
1

2
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 2

2   
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

+

31

13
 

8.平面上有一定點 P，作下列各種變換後得另一點 P′ (5，2)，試分別求變換前，此定點 P
的坐標。 
(1)平移向量 = (2，1)：     v 。 

(2)以原點為中心，旋轉 tan−1

2
3

：     。 

(3)對直線 4x − 3y = 0 作鏡射：     。 

(4)以原點為中心，縮短為
3
2

倍：     。 

(5)沿 y 軸方向推移 x 坐標的 2 倍：     。 

答案：(1)(3，1)  (2)(
13
11

13
16 −

， )  (3)(
25

134
25
13

， )  (4)( 3
2

15
， )  (5)(5，− 8) 

解析： 

(1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⇒⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

1
3

1
2

2
5

1
2

1
2

y
x

y
x

y
x

y
x

　　　　 ，即 P ( 3，1 ) 

(2) θ = tan−1

2
3

 ⇒ 
13
3sin

13
2cos == θθ ，　  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

13
2

13
3

13
3

13
2

2
5

⇒ 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

13
11
13

16

2
5

13
2

13
3

13
3

13
2

y
x

，∴ P(
13
11

13
16 −

， ) 

(3)直線 4x − 3y = 0 之矢角θ ⇒ tanθ =
3
4

，0 < θ <
2
π  

⇒ cosθ =
5
3

，sinθ =
5
4

 ⇒ cos2θ =
25

7−
，sin2θ =

25
24  

= ⇒  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− θθ

θθ
2cos2sin
2sin2cos

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

y
x

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

25
134
25
13

2
5

25
7

25
24

25
24

25
7

y
x

，即 P(
25
13

，
25

134 ) 

(4)
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⇒⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

3
2

15

2
5

2
30

0
2
3

3
20

0
3
2

y
x

y
x

y
x

　　　　 ，即 P( 3
2

15
， ) 

(5) ，即 P(5，− 8) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⇒⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

8
5

2
5

12
01

12
01

y
x

y
x

y
x

　　　　

9.橢圓
16

2x
+

25

2y
= 1 對直線 y = x 鏡射所得的圖形方程式為     。 

答案：
25

2x
+

16

2y  = 1 

解析： 
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設 P(a，b)以直線 y = x 為鏡射軸後的鏡射點 Q(x0，y0) 

則 x0 = b 且 y0 = a，因此，當點 P 在橢圓
16

2x
+

25

2y
= 1 時，

16

2a
+

25

2b
= 1，可得

16

2
0y
+

25

2
0x
= 1，

即鏡射所得的圖形為
25

2x
+

16

2y
= 1 

 (2)設 C 點之坐標為 C(x，y) 

⇒ = =  

⇒ =  

或 =  ⇒ =  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

90cos90sin
90sin90cos

2
1

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 3
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
01
10

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 3

3
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
3
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
5
4

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

2
1

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 3

3
3

3
01

10
　　

　　
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

1
2

10.設 A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
31
13

， n ∈ N，k ∈ R，k > 0，若 An = kI，則 n 之最小值 =     ，此時

k =     。 
答案：12；4096 
解析： 

A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
31

13
　　

　　  = 2

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

2
3

2
1

2
1

2
3

　　

　　
 = 2  

表旋轉 30°後再伸長為 2 倍 

I = =  

⇒ n 之最小值 = 12 ⇒ A12 = 212．I ∴ k = 4096 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

30cos30sin
30sin30cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

　　

　　
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

360cos360sin
360sin360cos

11.平面上有一定點 A(1，2)，作下列各種變換，試分別求變換後，所得 A′ 點之坐標。 
(1)平移向量 v  = (− 4，3)：     。 
(2)以原點為中心，旋轉 60°：     。 
(3)對直線 x + 2y = 0 作鏡射：     。 
(4)以原點為中心，伸長為 2 倍：     。 
(5)沿 x 軸方向推移 y 坐標的 3 倍：     。 

2
23

2
32 +−

，
1 )  (3) (− 1，− 2)  (4) (2，4)  (5) (7，2) 答案：(1) (− 3，5)  (2)(

解析： 

(1) ，即 A′(− 3，5) 

(2) =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

5
3

3
4

2
1

3
4

y
x

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

y
x

60cos60sin
60sin60cos

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

2
23

2
321

2
1

2
1

2
3

2
3

2
1

，即 A′(
2

23
2

321 +−
， ) 
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(3)直線 x + 2y = 0 之矢角 θ ⇒ tanθ = −
2
1

，
2
π < θ < π 

  ⇒ sinθ =
5

1
，cosθ =

5
2−

 ⇒ cos2θ =
5
3

，sin2θ = −
5
4  

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

2
1

2
1

5
3

5
4

5
4

5
3

2cos2sin
2sin2cos

y
x

y
x

θθ
θθ

，即 A′(−1，−2) 

(4) ，即 A′ (2，4) 

(5) ，即 A′ (7，2) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

4
2

2
1

20
02

20
02

y
x

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

2
7

2
1

10
31

10
31

y
x

y
x

12.設 A(4，6)以 O 為中心伸縮 2 倍，求變換後的 A′ 坐標_____________。 
答案：A′ (8，12) 
解析： 

= =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
20
02

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
6
4

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
12
8 

13.設 A(4，3)，B( − 5，8)經平移 d  = (3，− 1)後分別得點 A′，B′，試求 A′，B′ 的坐標_________。 
答案：A′ (7，2)，B′ ( − 2，7) 
解析： 

A′ = A +  = (4，3) + (3，− 1) = (7，2) 
B′ = B +  = ( − 5，8) + (3，− 1) = ( − 2，7) 

d
d

14.設直線 L：2x + 5y − 7 = 0 經平移  = ( − 3，5)後得直線 L′，試求 L′的方程式____________。 d
答案：2x + 5y − 26 = 0 
解析： 

因(x′，y′) = (x，y) + ( − 3，5) = (x − 3，y + 5) 

所以  代入直線 L 得 2(x′ + 3) + 5(y′ − 5) − 7 = 0，即 2x′ + 5y′ − 26 = 0 
⎩
⎨
⎧

−′=
+′=

5
3

yy
xx
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