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一、複選題(每題 10 分) 
1.關於方陣的運算，下列敘述何者正確？ 

(A) A(B − C) = AB − AC (B) AB = I ⇒ BA = I (C) AB = AC，A ≠ O ⇒  B = C 

(D)(AB)
 

 − 1 = B − 1A − 1 (E)(AB)3 = A3B3

解析： 
(A)矩陣之乘法滿足分配律 A(B + C) = AB + AC，A(B − C) = AB − AC 
(B) AB = I且A − 1存在 ⇒ B = A − 1 ⇒ BA = A − 1A = I 
(C) AB = AC，A ≠ O並不能推得B = C，必須det A ≠ 0⇒A − 1存在⇒A − 1(AB) = A − 1(AC) 
  ⇒ IB = IC ⇒ B = C 
(D)(AB) − 1 = B − 1A − 1注意它的次序 
(E)(AB)3 = AB．AB．AB ≠ A3B3，因其不滿足交換律 
 

二、填充題(每題 10 分) 

1.設A = ，B = ，C = ，I = ，則 

(1)(A + B) − 2(A − C) + 3(A − 2I) = 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
912
63

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

88
44

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
04

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

     ； 
(2)若方陣X使 2(A − B) + 3(B + X) + 4(C − 2X) = 5I，則X =      。 

解析： 
(1) (A + B) − 2(A − C) + 3(A − 2I) = A + B − 2A + 2C + 3A − 6I = 2A + B + 2C − 6I 

   = + + + =  

(2) 2(A − B) + 3(B + X) + 4(C − 2X) = 5I 時，2A − 2B + 3B + 3X + 4C − 8X = 5I 

  即− 5X = 5I − 2A − B − 4C，亦即 X =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1824
126

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

88
44

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
20
08

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
60
06

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
632
812

5
1 ( − 5I + 2A + B + 4C) 

  所以 X =
5
1 ( + + + ) =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
50
05

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1824
126

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

88
44

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
40
016

5
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
932
821

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5
9

5
32

5
8

5
21

 

 

2.設方陣A = ，B = ，I = ，若A + 2B = tI，則t = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
yx
81

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

     ， 

5A − 2B =      。 
解析： 

A + 2B = tI 時， + = =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
yx
81

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

24
22

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
yx

x
34

283　
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
t

t
0

0
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因此 ，所以 t = 3，x = − 4，y = 1，此時 A = ，B =  

因此，5A − 2B = + =  

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=+
=+

=

ty
x

x
t

3
04

028
3
　

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 14

81
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
12
41

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 520

405
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
24
82

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 324

483

3.設A = ，B = ，且 3(X + A − 2B) = X + A，則X = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 53

12
　 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 04

41
     。 

解析： 
3(X + A − 2B) = X + A 時，3X + 3A − 6B = X + A，即 2X = − 2A + 6B 

X = − A + 3B = + =  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

53
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 012

123
　 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 59
111

　

4.設A = ，B = 且AX = B，則(1)A 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

3   15
11   2
2   31

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
0
1

− 1 =      ，(2)X =      。 

解析： 

A = 時，利用列運算求A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

315
112

231
− 1，如下 

→  

→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

100   
010   
001  

3   15
11   2
2   31

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

−

105   
012   
001      

7 14  0
57   0
2   31

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−

121 
01   2 

0
7
3    

7
1    

3   00
5 70

7
101

→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−

3
1

3
2

3
1100

0
7
1

7
2

7
510

0
7
3

7
1

7
101

7

5
7

1  

→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

3
1

3
2

3
1100

21
5

21
7

21
11010

21
1

21
7

21
2001

，因此A − 1 =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

3
1

3
2

3
1

21
5

3
1

21
11

21
1

3
1

21
2

 

AX = B時，X = A − 1B = 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

3
1

3
2

3
1

21
5

3
1

21
11

21
1

3
1

21
2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
0
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

0
7
2

7
1
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5.設矩陣A = ，B = ，C = ，則 

(1)2(A + 3B) − 3(2A − B) = 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
325
121

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
212
412

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

10
13
21

     ，(2)2AC − 3BC =      。 
解析： 

(1) 2(A + 3B) − 3(2A − B) = 2A + 6B − 6A + 3B = − 4A + 9B 

   = + =  

(2) 2AC − 3BC = (2A − 3B)C = ( )C 

  = =  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−
12820
484

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
18918
36918

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
6138

321722

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−
−−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
636

1236
6410
242

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
0116

1078

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

10
13
21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
3313
1313

6.若A = ，B = ，則AB = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
4

6
2

2
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

5
3
4

7   
1
1   

2
0
4

     。 

解析： 

AB = =  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
4

6
2

2
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

5
3
4

7   
1
1   

2
0
4

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 26

30
4

27
8
12

7.求下列兩矩陣積： 

(1) = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
321

231

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
3
1

2
     。(2) [ ]391 −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

21
32
23
=      。 

解析： 

(1) = =
 

(2) =[ ]

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
321

231

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
3
1

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
+−−
922
632

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 9
1

[ ]391 −
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

21
32
23

62723183 −++− =[ ]2312−  

 

8.設A = ，B = ，且A = B，則 

(1)A + B = 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ 63
12

b ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ aba 2

12

   _____  ，(2)2A − 3B =  ____    。 
解析： 
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(1) A = B 時，a + b = 3 且 b + 6 = 2a，因此 a = 3，b = 0 

  即 A = B = ，此時 A + B = 2A =  

(2) 2A − 3B = 2A − 3A = − A =  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
63
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
126
24

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

63
12

9.求方陣A = 的乘法反元素A ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
31
52 − 1 =      。 

解析： 

A = 時，⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
31
52

A  = 6 − 5 = 1，所以A− 1 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
21
53

1
1

=
 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
21
53

10.若方陣A = 且A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
θ
θ

θ
θ

cos  
sin

sin
cos 3 = I，且 0 ≤ θ ≤ π，則θ =      。 

解析： 

A = 時，A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
θ
θ

θ
θ

cos  
sin

sin
cos 3 = = ， 

所以 ，又 0 ≤ θ ≤ π 時，0 ≤ 3θ ≤ 3π，此時 3θ = 2π，即θ =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
θ
θ

θ
θ

3cos   
3sin

3sin
3cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

⎩
⎨
⎧

=
=

03sin
13cos

θ
θ

3
2π  

 

11.設三階方陣A = ，其中x為實數，則(1) A是可逆方陣的充要條件為

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

x31
421
211

     。 

(2)若x = 4，則A− 1 =      。 
解析： 

(1) A可逆的充要條件為| A | ≠ 0，當| A |=
x31
421
211

 ≠ 0 時，2x + 4 + 6 − 4 − x − 12 ≠ 0， 

  則x ≠ 6，所以A可逆的充要條件為x ≠ 6 

(2) x = 4 時，A = ， →  

 

→ → →

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

431
421
211

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100431
010421
001211

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

101220
011210
001211

－

－

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

121200
011210
012001

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

121200
110010
012001

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

2
11

2
1100

110010
012001
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所以A− 1 =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

2
11

2
1

110
012

 

 

12.設兩方陣A = ，B = ，又兩方陣X，Y使 12X + 3Y = 4A，3X + Y = 2B，則

方陣X = 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
23
01

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
5  1
24  

     ，X 2 =      。 
解析： 

當 時，由  −  × 3 得 3X = 4A − 6B 

即X =

⎩
⎨
⎧

=+
=+
BYX

AYX
23

4312

3
1 (4A − 6B) =

3
1 (  − ) = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
812
04

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
30   6
1224 

3
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
2218   
12   20

=
3
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
119    
6    10

 

X 2 = (
3
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
119    
6    10

)2 =
9
4

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
119    
6    10

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
119    
6    10

 =
9
4

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
175   189
126154   

 

因此，X = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

3
226

4
3
20

，X 2 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

9
70084

56
9

616

 

 
14.求下列方陣之積： 

(1) = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

5cos5sin
5sin5cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

25cos25sin
25sin25cos

     。(2) = 
3

22
22
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
     。 

解析： 

(1) = =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°+°°+°
°+°−°+°
)255cos(   )255sin(
)255sin()255cos(

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

30cos   30sin
30sin30cos

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

2
3

2
1

2
1

2
3

 

(2)因為  = 2⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
2   2
22

2

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

2
1

2
1

2
1

2
1

 = 2 2 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

45cos   45sin
45sin45cos

 

所以 = (2
3

2   2
22
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
2 )3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
°°
°−°

135cos   135sin
135sin135cos

 = 16 2

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

2
1

2
1

2
1

2
1

=  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

1616   
1616

15.設矩陣A = ，B = ，且已知AB = BA，則A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

232
111
564

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

201
120
131

2B2 =      。 

解析： 
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AB = =  = I 

所以A

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

232
111
564

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

201
120
131

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
010
001

2B2 = AABB = A(AB)B = AIB = AB = I =  

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
010
001

16.設A = ，M = ，則M ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
31
13

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−11

11 − 1AM =      。 

解析： 

M = 時，M ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−11

11 − 1 =
2

1
− ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
11
11
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
2
1

2
1

2
1

2
1

 

所以M − 1AM =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
2
1

2
1

2
1

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
31
13

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−11

11
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
2
1

2
1

2
1

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 24

24
= =  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−11

11
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−12

12
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
20
04

17.若方陣X滿足 X = ，則X = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
23
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
35
23

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
13
42

     。 

解析： 

= ， =
1

23
12 −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
23
12 1

35
23 −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
1

1
− ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
35
23

=  

 

又 X = 時，X =  

 

  = = =   

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

35
23

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
23
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
35
23

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
13
42 1

23
12 −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
13
42 1

35
23 −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
23
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
13
42

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

35
23

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
1412
97

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

35
23

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 1834

1324

18.設二階方陣A = ，I = ，則A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01 2 − 5A + 2I =      。 

解析： 

A = 時，A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
21 2 = =  

A

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2215
107

2 − 5A + 2I = − + =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2215
107

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2015
105

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
20
02

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
40
04
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